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801. Grundbegriffe (Wdh.)

1. Funktion

Eine Menge von Zahlenpaaren (x;y) heil3t Funktion und die Menge Ds der x-Werte
Definitionsmenge von f, wenn jedem x € D; genau ein y zugeordnet ist.
Die Menge der y-Werte heil3t dann Wertemenge Wj

Schreibweise Name Beispiel

f(x) Funktionsterm  x2+ 3x + 2

f: x> f(x) Zuordnungsvorschrift  f: x— x2+3x + 2
fry =1f(x) Funktionsgleichung foy=x2+3x+2

Beispiel: x— x2 Df= IR Ws=IR"

2. Definitionsmenge

Ist nichts weiter vorgegeben, so ist die Definitionsmenge stets IR Allerdings gibt es drei
Ausnahmen: Briiche Wurzeln Logarithmen

® Briiche f(x):ﬂ
n(x)

Der Ansatz n(x) = 0 (Nenner Null setzen) liefert die Definitionsliicken der Funktion.
@ Wurzeln f(x) =/r(x)

Der Ansatz r(x) = 0 liefert die Definitionsmenge der Funktion
® Logarithmen f(x) = log, [a(x)]

Der Ansatz a(x) > O liefert die Definitionsmenge der Funktion

Beispiel: f(x) =log, (-3x +9)
3Xx+9>0 =>x<-3 Df=]-0;-3]

3. Achsenschnittpunkte

Die Stellen (x-Werte) X1, Xa,... , an denen die Funktion den Wert Null annimmt, nennt man
Nullstellen. Die zugehérigen Punkte N1(X1/0), N2(x2/0),... sind die Schnittpunkte des Graphen
mit der x-Achse. Bedingung: f(x) = 0.

Der Schnittpunkt mit der y-Achse hat die Koordinaten Sy(0/f(0))

Beispiel:
Bestimme fir die Funktion f: X > x2 — 3x
a) die Schnittpunkte des Graphen mit den Achsen und b) die Werte f(4), f(-2)
a) SP mit x-Achse SP mit y-Achse b) f(4)=16-12=4
Bed.: f(x)=0 f0)=0 f(-2)=4+6=10
Damit: x2—-3x =0 Sy(0/0)
X(x-3)=0

%1 = 0; N1(0/0)
X =3; N2(3/0)
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802. Rationale Funktionen

1. Definitionen

Eine Funktion
a x"+a, X"'+..+ax+a,

fix - —
b, X" +b, X" +..+bX+Db,

mit a,; b, # 0 heildt rationale Funktion.

» Ist das Nennerpolynom konstant, so ist f eine ganzrationale Funktion, sonst eine
gebrochenrationale Funktion.

» a, bzw, by, heil’t Leitkoeffizient und n bzw. m der Grad des Zahler-/bzw. Nennerpolynoms.

» Ist c € IR eine Nullstelle des Nenners, dann
e enthélt das Nennerpolynom den Faktor (x — c),
e heif3t die Stelle x = ¢ Definitionsliicke
e hei3t (x — c) der zugehorige kritische Faktor.

Beispiele:
f: X > 3x2+4x + 2: ganzrationale Funktion 2. Grades D=IR
Leitkoeffizient: 3
_ny3 2
f.Xx - 3X+—2X+l: gebrochenrationale Funktion, D = IR{-4}

—X-4
Zahler: Grad 3, Leitkoeffizient: —3
Nenner: Grad 1, Leitkoeffizient: -1

2. Eigenschaften von gebrochenrationalen Funktionen mit der Definitionslicke ¢

Fall a) Der kritische Faktor (x — c)* Iasst sich nicht aus dem Nenner kiirzen:
x = ¢ heil3t Polstelle k-ter Ordnung. Der Graph besitzt eine vertikale (,,senkrechte®)
Asymptote mit der Gleichung x = ¢

A

- £

/C C

A

e

k ungerade: VZW k gerade: kein VZW

Fall b) Der Faktor (x—c)k l1asst sich vollstindig aus dem Nenner kiirzen:
x = ¢ ist zwar Definitionsliicke aber keine Polstelle. ,,Loch* im Graphen

A

| — O
/ c
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3. Grenzwerte flr X = X,

Problem: Es sollen die Definitionsliicken bestimmt und das Verhalten einer Funktion in der
2 _
Néhe dieser Lucken untersucht werden am Beispiel f: x+— ZXT14
X2-3X —
x2-1  (x=D(x+1)
-3x-4 (X+D(x-4)
Definitionsliicken: x; = —1; X, = 4.

Losung:  Faktorzerlegung: f(x) = ”
X

» Setzt man fir x in Zahler und Nenner den Wert x; = —1 ein, so werden beide Null

,,% ). Nach Kiirzen des kritischen Faktors (x + 1) erhélt man den Wert a = % .

Man sagt in diesem Fall: ,,f hat flir x — X, den Grenzwert a «,
Schreibweise: limf(x)=a Sprich: ,,limes x gegen X, von f(x) ist gleich a“

X—>Xq

I|mf(x)_ lim (x=D(x+1) _ L
x>-1(X+1)(X—4) Cxo1x—4

2
5

» Setzt man fur x in Zahler und Nenner Werte nahe X, = 4 ein, so wird der Nenner
betragsmaRig beliebig klein und der Bruch betragsmalig beliebig groR.
Beim Einsetzen von Werten x < 4 (linksseitige Annaherung), ist der Bruch
negativ, bei Werten x > 4 (rechtsseitige Annéherung), ist der Bruch positiv.
Es existiert also kein Grenzwert, man schreibt in diesem Fall allgemein:

lim f(X) =—oo/+o0 bzw. I|m f(X) =—00/+00
lim f(x) = lim XZDOED g x=1
X—>4~ X—>4~ ()( +1)( —4) x—4" X =4
lim £(x) = lim XZDOFD o x=1
X4+ X—>4* (x +1)(x 4) x—4" X —4
(Man erhélt sowonhl fiir den gekdrzten als auch den ungekiirzten Term dasselbe
Ergebnis)

Aullerdem gilt:
e X2 = 4 ist Polstelle 1. Ordnung
e vertikale Asymptote: X = 4

Bemerkunag:
Der Grenzwert lim f(x) =a ist dann existent, wenn man sowohl bei Annéherung von rechts als

X—>Xg

auch von links an x, den Wert a erhalt.

Schreibweisen: von links: lim f(x)_ I|m f(x)_ lim f(x) =a

X—>Xq

von rechts: I|m f(x)— I|m f(x)— limf(x)=a

Die Rechenregeln aus der 10. Jahrgangsstufe gelten analog.
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TIPP: Um Grenzwerte zu bestimmen, sollte der Funktionsterm faktorisiert werden.

Beispiele:
Untersuche jeweils das Verhalten von f in der Umgebung der angegebenen Stelle X,.
2 __
O fxo 2 1;x0:1
x-1
I|mf(x)—I|m XL i DD i) = 2
x->1 X =1 x—1" (X 1) x—1"
fim f (x) = lim ST (X_l)(x+1)_llm(x+1) 2
xolf X =1  x-o1 (x_]_) x—-1*
Damit: limf(x)=2 Loch L(1]2)
x—1
2 __
@ fix— X 1;x0:2
X—2
I|mf(x)—I|m _jim DD
—2 x->2 X—=2
lim £(x) = lim X" _ Jim XDXHD
x—2" x=2" X—2  x-2 X—2

Vertikale Asymptote: X = 2

Tipp: In die nicht-kritischen Faktoren (hier also in (x — 1) und (x + 1)) den exakten
Zahlenwert (hier: 2) einsetzen, erst im kritischen Faktor (hier: (x — 2)) die
Annéherungsseite berucksichtigen und etwas wenig kleineres bzw. groReres als 2
einsetzen (z.B. 1,9 bzw. 2,1), um das VVorzeichen zu ermitteln.

2
©) f:X|—>X—;x0=l

X+2
(Xo = 1 keine Definitionslucke, d.h. getrennte Annaherung von links und rechts unnétig!)
2 2
limf (x) = limX_ -1 _1

x>1xX+2 142 3

4. Verhalten im Unendlichen

Definition
Eine Gerade mit dem Funktionsterm a(x) heif3t Asymptote einer Funktion f, wenn die Differenz

a(x) — f(x) fir x - oo gegen Null geht.

Untersuchung rationaler Funktionen

a a
] - x”-(an+ "+ ?1_1+‘n’)

fogi BXI A X aX X X X
b, X" +b, X" +..+bx+b,  _n b, b, b,
R R e T e L

X X X

© H. Drothler 2012 www.drothler.net
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Fall a) n <m Grad des Zahlerpolynoms kleiner als der des Nennerpolynoms

a a, a
(an e AR +°j

X X"t x"
lim f(x) = lim =0; horizontale Asymptote: y =0
X—>o0 Xodo ( b, b, b, j
I R e R R
X X X
. x+1 . ) : .
Beispiel: f(x) = 5 lim f(x) =0; horizontale Asymptote: y =0
X —_ X—00

Fall b) n =m Grad des Zahlerpolynoms gleich dem des Nennerpolynoms

an—l a'1 ao
a, +-= 4 by le
: — i "X X"t x" _a,. : - &
lim f(x) = lim =" horizontale Asymptote y = —
X—>Ho0 X—>3o0 bm—l bl bo b b
b, + T e m
X X X
— x2
Beispiel: f(x) =% lim f(x) = —% horizontale Asymptote: y = —%
X — X—>+o0

Fall ¢) n>m Grad des Zahlerpolynoms groRer als der des Nennerpolynoms

. a a, a
X”m-[an+ il p L+ —1 +°j

. . X X"t X" . B
lim f(x)=lim = lim| x"™. . =400
X—>+o0 X—>+o0 (bm +bm—1+m+b1+b0) X—>to0 bm

m-1 m

X X X
Das Vorzeichen des Grenzwerts hangt also vom Exponenten n—m und vom Vorzeichen des

Bruchs S—” ab:

m

Ist der Exponent n—m eine gerade Zahl,  so haben beide Grenzwerte (fiir x—+o0 und flir x——o0)

dasselbe VVZ wie der Bruch Z—”.

m

Ist der Exponent n—m eine ungerade Zahl, so hat der Grenzwert fir x——oo das gegenteilige

Vorzeichen wie der Bruch E—“ und der Grenzwert

m

. . . a
fur x—+oo dasselbe VVorzeichen wie der Bruch b—”

m

3
Beispiele: lim 3;(;42)( = lim [x“-ij: lim (xz- —% =—o0 Exponent n-m = 2 (gerade)

X—>1o0 —_ X X—>+too —_ X—>1o0

3 7
lim % = lim (x” ij = lim (XS- —% =—o0 Exponent n-m =5 (ungerade)
X—>+00 X_ X X—>+00 — X—>+0

3 7
lim :?Jr% = lim (x” i) = lim [xs- —% =-+oo Exponent n—-m =5 (ungerade)
X—>—00 X_ X X—>—00 —_ X—>—00

© H. Drothler 2012 www.drothler.net



Analysis Oberstufe Seite 9

Zur Berechnung der Asymptote: Polynomdivision ausfuhren

Beispiele:
4 _ 3 2
. f(X)= X" — X3+ 2X

X2+1
fx)= (" —x3+2x2):(2+1)=x2—x+1+

—X4 + X2

X3+ x2
—(=x3 —X)
X? + X
—(x2_ +1)
x-1

Der Bruch (,,Divisionsrest®) geht gegen Null, der ganzrationale Anteil beschreibt die
asymptotische Kurve:
y = x2—x +1 ist Gleichung der asymptotischen Kurve

x-1
x2+1

3_y2
. f(x):LJr2
x2+1
)= (@-x2 +2)(@+1)=x—1+ X3
x2+1
_X3 + X
X=X +2
_‘_XZ _1)
-X+3

schrdge Asymptote: y=x-1

Hinweis: Um das Grenzverhalten zu ermitteln, kann man einfach den Term der Asymptote
betrachten. Dieser zeigt dasselbe Verhalten wie der Funktionsterm:

3_y2 3_y2
lim f(x) = lim %*2: lim (x=1) =+c0 und lim f(x) = lim %: lim (x 1) = —oo
X—>—00 X—>—00 X4+

X—>+00 X—>+0 X + X—>+0 X—>—0

Hinweis: Polynomdivision zum Auffinden der Asymptote kommt so gut wie nicht mehr vor.

Meist sind die Funktionsterme bereits in einer Form wie f(x) =x -1 + vorgegeben, so

x2+1

dass man die Asymptotengleichung sofort ablesen kann. Umgekehrt empfiehlt es sich, den
Term als einen einzigen Bruch zu schreiben (Erweitern auf Hauptnenner)

—X+3 _ X(x3+1) 1(x2+1) N —X+3  X3+X-X2-1-X+3 X3-Xx2+2
x2+1 x2+1 X2+1  x2+1 xX2+1 x2+1

fx)=x-1+

© H. Drothler 2012 www.drothler.net
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803. Differenzierbarkeit

1. Mittlere Anderungsrate
Beispiel: Kursverlauf des DAX’

A

5600

A

W A
5450 v V\A A
\/M K

5400 ] ]
Mo Di Mi Fr

v

gesamte Woche: ~ +50 Punkte/Woche = 10 Punkte/Tag
Montag-Dienstag: +150 Punkte/(2Tage) = 75 Punkte/Tag

Die mittlere Anderungsrate oder der Differenzenquotient ist der Quotient aus der Differenz der
y-Werte und der Differenz der zugehtrigen x-Werte von zwei betrachteten Punkten.

Geometrische Bedeutung

A

5600 //(\

YA
v

5500
\/ I
S A ,
5450 / \\/ .....
A //
VA .
5400 . - >
Mo Di Mi Do Fr

Der Differenzenquotient ist die Steigung ms der Verbindungsstrecke der beiden Punkte.
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2. Lokale Anderungsrate
Problem: Wie groB ist die (lokale) Anderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt?

Beispiel: Der Graph der Funktion f(x) = x2 beschreibt die Bewegung eines Autos, wobei x die
Zeit t darstellt. Wie groB ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t, =X,

y
A
y=1(x) Q
Yo = x0) _ thzw. x
- Xo X

Die mittlere Anderungsrate ist hier die mittlere Geschwindigkeit der Bewegung von
Yo nach y. Sie ist gleich der Steigung der Sekante. Die lokale Anderungsrate an der
Stelle X, ist die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t, = X,. Geometrisch ist
diese die Steigung der Tangente an der Stelle X,.

Losung:  Der Punkt Q wandert auf dem Graphen zum Punkt P. Die zugehdrige
Sekantensteigung n&hert sich immer mehr der gesuchten Tangentensteigung an.

Diese Tangentensteigung ist also gleich dem Grenzwert lim Ay IimM .

NSO AX % X=X,

3. Differenzierbarkeit

Definition
Eine Funktion f heilt differenzierbar an der Stelle x,, wenn der Grenzwert

(xg) = lim 2 — fim IO =TX0) oictient.
AX—0 AX  X—Xg X=X,

Der Grenzwert des Differenzenquotienten heil3t Differentialquotient.
(Links- und rechtsseitiger Grenzwert mussen denselben Wert besitzen!)

Sprechweise: f ’(xo): ,,f Strich von x,* bzw. ,,1. Ableitung von f an der Stelle x,*

Bedeutung:
Der Graph der Funktion besitzt an der Stelle X, eine eindeutige Tangente.

Der Wert £(x,) gibt die Steigung m dieser Tangente an, bzw. die lokale Anderungsrate der
Funktion an der Stelle X.

© H. Drothler 2012 www.drothler.net
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Beispiele:
Untersuche, ob die Funktionen an der angegeben Stelle x, differenzierbar sind und bestimme

gof. f’(xo).

a) f(x)=x2 xp=3

— 2 __
lim 10 =TC) _ iy X229 i (x+3) =6
X—3" X — x>3" X—3 x-53"

_ 2 _
lim T =G i X229 jim(x+3)=6
x—3 X—3 x-»3 X—3 x-o3

f ist differenzierbar an der Stelle X, =3; f°(3) =6
b) f(x)=]2x-1| X, =0,5

2x-1 furx=0,5
f(x)= )
{—2x+1 firx<0,5
lim f(x)-f(0.5 _ lim 2x-1-0 _ lim 2(x-0,5) _

2
x—0,5% x—-0,5 x-05" X—0,5 x-05" X —0,5
lim f(x)-f(0,5) _ lim —2X+1-0 _ lim -2(x-0,5) _
x—0,5" Xx—-0,5 x-05 X —0,5 x-05 X-—0,5
f ist nicht differenzierbar an der Stelle x, = 0,5
Graphische Darstellung
f nicht differenzierbar bei x = x, f differenzierbar bei X = X,
: > X \ .
» X -
Xo Xo " > X
Knickstelle Sprungstelle kein Knick/Sprung
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804. Ableitungsfunktion

1. Definition

Eine Funktion f heif3t differenzierbar im Intervall [a;b], wenn sie an jeder Stelle x, € ]a;b[
differenzierbar ist und die Differenzialquotienten bei a einen rechts- und bei b einen
linksseitigen Grenzwert besitzen.

Die Menge aller x-Werte, fur die f differenzierbar ist, hei3t Differenzierbarkeitsbereich D,. Es
gilt: D¢ < Dy

Die zu einer Funktion f in D¢ definierte Funktion f: X - £’(x) heifit Ableitungsfunktion von f.

2. Grenzwertberechnung mit der h-Methode

Um einen Grenzwert flir x — X, zu bestimmen, addiert oder subtrahiert man zu x, eine positive
Zahl h und lasst diese gegen Null gehen:

lim £(x) = limf (x, ~h)

X—>Xq h
lim f(x) = limf(x, +h)
X—Xg" h—0
Beispiele:
O fxo ot w21
X ST Xo =
— 2 __ _ 2 __ . 2 .
limf(x) = limfA—h) = lim &=’ =Ly 1=2heh? =1 o =2heh? o 0240 i —hy =2
x—1" h—0 h—-0 1—-h-1 h—0 —h h—0 —h h—0 h—0
2 _ 2 _ 2
limf(x) = limf@+h) = lim &=Ly ie2heh®=1 o 2heh® DR+ yinomy =2
x—1*" h—0 h—0 1+h_1 h—0 h h—0 h h—0 h—0

Damit: limf(x)=2

X—1

@ f:xHXZ_l; Xo = 2
X-2
_ 2 _ _ 2 __ _ 2
lim £(x) = limf@—h) = lim G=NW =L iy A= eh®=1p 3=4n+h® 3 hahy =
X—2~ h—0 h-0 2_h-=2 h—0 —h h—0 —h h—0" h
2 __ 2 __ 2
lim £(x) = limf(2+h) = lim G =L dxaheh®=1 o 3+4h+h® 8 aih) = hoo
x—2* h—0 h—-0 24+ h-=2 h—0 h h—0 h h—0"h

Vertikale Asymptote: x = 2

Bestimmung der Ableitung f’(x,) mit der h-Methode:

lim f(X)—f(XO) — Iimf(xo +h)_f(xo) — Iimf(xo +h)_f(xo)

X% X=X, h-0 X +h_xo h—0 h
lim f(X)_f(Xo) —lim f(XO —h) —f(XO) — lim f(X0 —h) _f(Xo)
X=X, X=X, h—0 X, _h_Xo h—0 —h
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3. Ableitungsfunktion von f: x » x"

— N __ "N n n-1 2y N-2 n_\n
P(x) = fim FOEM =) o (x+h) =X L X nhx™ rahex™ 4 +h" X"
h—0 h h—0 h h—0 h
__nhx"*+ah2x"?+..+h"
lim = lim(nx"* +ahx"? +...+h" ) =nx"*

h—0 h h—0

Also: f(x) =x" => £(x) =nx"* (Exponent davor, oben um eins erniedrigen)

Beispiele
f(x) =x? => £(x) = 2x
f(x) = x = f(x)=1
f(x) =3 = 1(x)=0 (Konstante wird zu Null)
15 1
fxz\/;:XU2 =pPx)=Y%xP=Zx2=—"0
(x) (x)="% ; o
) = L= x? s p(x) = x?= - L
X X2

4. Summe und Differenz zweier Funktionen
Problem: Es soll die Ableitung der Funktion f mit f(x) = g(x) + h(x) bestimmt werden.

£(x) = lim g(x+h)—h(x) _ Iimg(x+h)+h(x+h)—(g(x)—h(x)) _ Iimg(x+h)—g(x)+h(x+h)—h(x) _
h—0 h h—0 h h—0 h
lim 9O M =00) iy AN =0 _ o0y 4 1)

h—0 h h—0 h

Merke:

Sind zwei Funktionen g und h in einem gemeinsamen Bereich differenzierbar, so gilt dies auch
fiir ihre Summe bzw. Differenz und es gilt:

fX) =g +hx) =) =g £h’'x)

5. Multiplikation mit einer Konstanten
Problem: Es soll die Ableitung der Funktion f mit f(x) = c-g(x) bestimmt werden.

=c-g'(x)

f’(X) = lim Cg(X+ h) —Cg(X) — Ilm(c g(X + h) _g(x)j
h

h—0 h h—0

Merke:

Multipliziert man eine differenzierbare Funktion g mit einer Konstanten c, so ist die Ableitung
das Produkt der Konstanten mit der Anleitungsfunktion g’.

fx)=cg(x) =Fx) =cg'(x)
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Beispiele

f(x)=3x+5x2—7 =>f(x)=3-1+52x—7-0=3+ 10x

Merke
Multiplikative Konstanten bleiben beim Ableiten erhalten.
Additive Konstanten werden beim Ableiten zu 0

Beispiele:
f(x) = 3x2 + 5a2 — 3ax3 => f’(x) = 6x — 9ax?
f(a) = 3x? + 5a2 — 3ax? =>f’(a) = 10a— 3x3

© H. Drothler 2012
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805. Weitere Ableitungsregeln

1. Produktregel

Problem: Es soll die Ableitung des Produkts f = u - v mit f(x) = u(x)-v(x) bestimmt werden.
(D’: Differenzierbarkeitsbereich von u und- v)

Losung: Differenzenquotient von f:

f(X) _f(xo) _ U(X)V(X) - u(Xo)V(Xo) — U(X)V(X) - U(X)V(Xo) + U(X)V(Xo) - U(XO)V(XO) —

X=Xq X=X, X=X,
— U(X) V(X) _V(Xo) +V(XO) U(X) _U(Xo)
X=X, X=X,
FO) ~Fx,) _

also:  f(xo) = lim

X%, X=X,

V(X)Z:V(XO) N X“ng V(Xo)xli_,er‘ u(x))(:u(xo)

0 0

lim u(x) lim

X=X, X=X,

UV (%) +V(%,)U'(X,)

Damit gilt die

Produktregel
Sind u und v zwei in einem (gemeinsamen) Bereich D’ differenzierbare Funktionen, so gilt:

f(X) = u(x)-v(x) => f(x) = u(X)v'(x) +v(x)u'(x)

Beispiele:
f(x) =x2(3x - 1) => (x) =x23 + 2X-(3X — 1) = 3x2 + 6xX2 — 2X = 9x2 — 2X
1 3x2 —5x + 2x(6x —5)
f(x) = VX «(3x25x) => f(x) = ——-(3Xx2—5X) + /X (6X —5) = =
(x) ( ) (x) 2% ( )+ X( ) 2%
_ 3X2-5x+12x2-10x _ 15x2—15X
2Jx 24/x
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2. Quotientenregel

Problem: Es soll die Ableitung des Quotienten f(x) = % bestimmt werden.

(D’: gemeinsamer Differenzierbarkeitsbereich von u und v)

Losung: Differenzenquotient von f:

u(x) u(x,)
FOO—F(X) _ V(X)) V(Xp) _ UX)V(Xo) —U(Xo)V(X) _
X=Xo X=X, VOQU(X)(X—X,)

_ U(X)V(XO) B V(Xo)u(xo) + V(Xo)u(xo) B U(XO)V(X) _
) VOV(X,)(X =) )

_ 1 uX)v(X,) = V(X )U(X,) —U(X)V(X) + V(X )u(X,) _

~V(X)V(X,) (X—X,) B

1 v )IU(X) —u(X )T~ u(X,)IV(X) —v(X,)] _
v(Xx)v(X,) (X—X,)

;{V(XO) UCO=U0%) e v(x)-v(xo)}

- v(x)Vv(X,) X=X, X=X,

also:  (xo) = lim T =T(X,) _
X% X=X,

1 ' ' _ V(XO)UI(XO)—V'(XO)U(XO)
V(XO)V(XO) [V(Xo)u (Xo) -V (Xo)u(xo)] - [V(XO)]Z
Damit gilt die

Quotientenregel
Sind u und v zwei in einem (gemeinsamen) Bereich D’ differenzierbare Funktionen mit
v(x) # 0 in D’, so gilt:

F(x) =109 1) = VO~V U (x)
v(x)

[v(X)]?
Beispiele:
3 2_3). 2) _ . 3 4 2 4 4 2
f(x) = X f.(x)z(x 3)-(9x?) —(2x)-(3x%) _ 9x" —27x2-6x* _ 3x"-27x
X2-3 (x2-3)2 (x2—-3)2 (x2—3)2
2 3. _ 2. 2 2 . 2 o )
f()():3+x f'(x):x 2X 3)(6 (B+x?) _ x*2x 36(3+x)]:2x 94 3x
x3 X X »
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806. Stetigkeit

1. Begriff

Definition
Man nennt eine Funktion f mit Definitionsbereich D stetig an einer Stelle x, im Inneren von D,
wenn die Bedingung

lim f(x) =f(x,)

erfullt ist.

Bedeutung:
@ Uberpriife, ob X, in D liegt. (Falls nicht ist die Frage nach der Stetigkeit sinnlos)

@ Bestimme folgende 3 Terme:
a) f(xo)
b) lim f(x)

X—Xq~

c) lim f(x)

® Uberpriife, ob alle drei denselben Zahlenwert haben (nicht « ).

Wenn ja, dann ist f an der Stelle X, stetig, wenn nein, dann ist f unstetig an der Stelle Xo.

. . Ay
Beispiel:
x-3 flirx<2 1

f(x)= :

*) 2_%)( firx>2 3 2 a1 o 1 i2 3 4 X
kritische Stelle: x,=2 | i
®f@2)=2-3=-1 *

@ Iir?f(x) = Iirzl(x—3) =-1 2
® limf(x) = lim(2—<x) =1 3
x—2+ x—>2* 2

f ist nicht stetig an der Stelle X, =2
Sprungstellen sind Unstetigkeitsstellen.

\Gilt fur alle x, € D: f ist stetig an der Stelle X,, so sagt man: ,.f ist stetig in D*. |

TIPP: Jede stetige Funktion hat einen Graphen, den man ohne abzusetzen durchzeichnen kann.
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2. Satze Uber stetige Funktionen

Stetigkeit rationaler Funktionen
\ Jede rationale Funktion ist stetig in ihrem Definitionsbereich.

Wichtige Satze

Nullstellensatz

Sei f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion und die Stellen
X1; X2 € [a; b].

Wenn die Funktionswerte f(x;) und f(x2) verschiedene VVorzeichen haben, so gibt es mindestens
eine Zahl ze Jxy; xo[ mitf(z) =0

Extremwertsatz
Wenn f eine in einem abgeschlossenen Intervall [a; b] stetige Funktion ist, dann nehmen die

Funktionswerte sowohl einen gréRten als auch einen kleinsten Wert in diesem Intervall an.

Zusammenhang Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Ist eine Funktion an der Stelle X, differenzierbar, so ist sie dort auch stetig.

Hinweis: Die Umkehrung gilt nicht: An einer Knickstelle ist die Funktion zwar nicht
differenzierbar, aber dennoch stetig!
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807. Anwendungen

1. Graphenpunkte mit horizontalen Tangenten
Bedingung fiir ,,horizontale Tangente*: f’(x) =0

Beispiel: Bestimme die Punkte mit horizontalen Tangenten: f(x) = 3x2 + 2x3

Loésung: Esgilt:  f(x) =6x + 6x?
Bed.: (x)=0 =>6x+6x2=0 =>6x(x+1)=0
x1=0; y;=f0)=0 P1(0/0)
Xp=-1; y;=f(-1)=3-2=1 P2(-1/1)

2. Scheitel einer Parabel
Beispiel: Bestimme den Scheitel der Parabel mit der Gleichung y = 3x2 + 3x

LOsung:
f(x)=6x+3

£(x)=0 => 6x+3=0
x=-05  y=3(052+3(05=-075  S(0,5-0,75)

3. Tangentengleichung

Problem: Die Gleichung der Tangente im Punkt P(X,/f(X,)) soll bestimmt werden:
Tangentengleichung: y=mx+t | gesucht: mundt

Losung: m = f'(xo)
y =m - X+t

f(Xo) =1(x0) Xo+t
t = f(Xo) — £(Xo) * Xo

y =m - x+ t
y =1£(x0) - X+ f(Xo) — £(x0) - Xo

Tangentengleichung
y = £(Xo) - (X = Xo) + f(Xo)

Beispiel : f(x) =5x2—-4 P(2/?)
LOsung: £(x) = 10x

Xo =2
f(Xo) =5:22-4=16
’(x0) =10-2 =20
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y=20-(x-2)+16
y =20x —40 + 16
t:y=20x-24

4. Newton-Verfahren

Problem: Nullstellen lassen sich nicht immer leicht berechnen. Mit einem
Iterationsverfahren soll eine N&herung der Nullstelle gefunden werden.

Losungsidee: Man néhert die Nullstelle x* an zuerst durch einen Wert x, (den Startwert),
dann verbessert man die Annéherung (ausgehend von X,) durch einen Wert
x1. Dann (ausgehend von x;) durch einen Wert X,....
Allgemein: Ausgehend von einem Wert X, bestimmt man einen besseren
Wert Xn+1

Newton-Verfahren: ® Man beginnt mit einem geschickt gewahlten Startwert X,.

@ Vom Graphenpunkt Po(Xo[f(X,)) bestimmt man die Gleichung der
Tangente: y = f*(Xo)(X— Xo) + T (Xo)
A

[
»

X1 Xo

® Die Nullstelle der Tangente ist der neue Naherungswert x;:
Gleichung 0= f"(x0)(X— Xo) + f (X,) nach x auflésen:
(X)X — £ (X0) Xo + T (Xo) =0
£(x0)x = (o) Xo — T (Xo)

f(x,)
f(X,)

@ Dann wiederholt man die Prozedur mit dem Wert X;.

X]_: XO

Allgemein: Der Naherungswert X+ ergibt sich aus dem Wert x, durch:
_ f(x,)
f(x,)

Xn+1 = Xp

Beispiel: f(x) = x3—5x2+8x -5

Losung: f(x)=3x>—10x +8

Wertetabelle zum Auffinden des Startwerts
X | 0 1 2 3 4

fx)] 5| -1 |-1] 1|11

Nach dem Nullstellensatz (806 | 2.) muss f mindestens eine Nullstelle im Intervall

]12; 3[ haben. Als Startwert bietet sich der Mittelwert x, = 2,5 an.

f(2,5) = — 0,625 £(2,5)= 1,75
X1 = Xo— fxo) _ 25— 0,625 _ 2857142857
f(x,) 175

X2 = 2,764136905 (mit Tabellenkalkulationsprogramm)....
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808. Monotonie und Extrempunkte

1. Monotonieverhalten

Sei f eine Funktion f: x - f(x) mit x € D. Gilt fur alle und Xx;; X, €D mit x; < X,:

- f(x1) < f(x2), so heift f streng monoton zunehmend
- f(x1) < f(X2), so heilt f monoton zunehmend
- f(x1) > f(x2), so heift f streng monoton abnehmend
- f(x1) > f(X2), so heiflt f monoton abnehmend

Ay A y
f(x1)
\ f(x2)
X1 X2 > X s -
X1 X2 X
f(x2) \
(x1)
f(Xl) < f(Xz) f(Xl) > f(Xz)
f ist streng monoton zunehmend f ist monoton abnehmend
(y-Werte werden grofRer) (y-Werte werden Kleiner oder bleiben gleich)

2. Extremwerte
Definitionen

» Eine Funktion f hat im Inneren der Definitionsmenge ein lokales Maximum (Minimum),
wenn die Funktionswerte in einer gewissen Umgebung von X, kleiner sind (gréRer sind) als
bei x,. Der groRte (kleinste) Funktionswert in der Definitionsmenge heif3t globales
Maximum (Minimum).

» Das Extremum (Maximum/Minimum) — Plur.: Extrema — ist der Funktionswert f(X,)

Die Maximal-/Minimalstelle der zugehérige x-Wert X,

» Der entsprechende Punkt heil3t Extrempunkt (Hochpunkt/Tiefpunkt).

v

y

™

! X

/ Hochpunkt \ Hochpunkt
Tiefpunkt (globaler) Tiefpunkt Tiefpunkt
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Notwendige Bedingung fiir Extrema:
Hat eine differenzierbare Funktion f im Innern von Ds ein Extremum, dann gilt: £(x,) =0

Achtung: Aus f’(x) = 0 kann nicht die Existenz eines Extremums geschlossen werden:
f(x) =x3
f(x) =3x2
f(x) = 0 =>x = 0.Dort liegt aber kein Extremum vor.

A

Bemerkung:
An einer Extremstelle andert sich das Monotonieverhalten einer Funktion.

An der Minimalstelle von fallend nach steigend, an der Maximalstelle von steigend nach fallend.

3. Monotonieverhalten und Ableitung

Satz:

Gilt fur die Ableitung einer im Intervall [a;b] stetigen und in Ja;b[ differenzierbaren Funktion:
f7(x) > 0 fiir x € ]a;b[, dann ist f streng monoton zunehmend fiir x € [a;b],

f’(x) < 0 fir x e Ja;b[, dann ist f streng monoton abnehmend fiir x € [a;b].

Hierzu ist eine Vorzeichen—Tabelle hilfreich!

Beispiel:
Bestimme Lage und Art der Extrempunkte und das Monotonieverhalten von f mit
f(x) = —x3 +12x2—45x + 2

Losung:
@ Bestimme die erste Ableitung ' (x).
f'(x) =-3x2 +24x — 45
@ Bestimme mit dem Ansatz f'(x) = 0 die Stellen mit waagrechter Tangente, faktorisiere den
Term (bei Briichen auch den Nenner!) und berechne die zugehdrigen y-Koordinaten.
f'(x)=0
—3x%2 +24x-45=0
—3(x2 —8x+15)=0
-3(x —=5)(x-3)=0

X1=5; y;=-48 Es mussen die x-Werte in f(X) eingesetzt werden!
X2 =3; Yo,=-52
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@ Untersuche nun die Vorzeichen der 1. Ableitung. Hilfreich dafir ist oft eine
Vorzeichentabelle.

3 5
-3 — — — Bendtigte Stellen zur Begrenzung der VVZ-Bereiche
X—3 - + + sind immer
X—-5 — - + @ alle Definitionslucken bzw. —réander und
@ die Nullstellen der 1. Ableitung.
f'(x) — + — Hier nur @, ndmlich 3 und 5
MIN  MAX

Gib nun die Monotoniebereiche und Extrem-

punkte an: 2 ] 2

f ist streng monoton abnehmend fir x € ]-oo; 3] LISIEUEEEJIEI?’(/5/5-§)8)
f ist streng monoton zunehmend fir x € [3; 5] P '

f ist streng monoton abnehmend fir x € [5; oof
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809. Umkehrfunktion

Bei einer Funktion wird jedem x genau ein y zugeordnet. Ordnet man nun umgekehrt jedemy
die den entsprechenden x-Wert zu, so erhalt man eine Umkehrzuordnung, die bei Eindeutigkeit
(genau ein x zu jedem y) auch eine Funktion ist, die sog. Umkehrfunktion.

1. Bestimmung der Umkehrfunktion
Beispiel: f: y =—x2+2 Ds = J—0; 0] Wt = ]-o0; 2]
@® Auflésen nach x
f.y=-x2+2
fixz=-y+2
f.x=+,/—y+2 Aufgrund von D gilt x <0, deshalb muss man sich fiir das ,,—,,
entscheiden
@ Vertauschen der Variablen:
flhy=—vJ—x+2 Dt1 = ]-o0; 2] Wit = J-o0; 0]

2. Umkehrbarkeit

Entsteht nach dem Variablentausch wieder eine Funktionsgleichung, so sagt man f ist
umkehrbar.

Satz:
e Eine Funktion f ist genau dann umkehrbar, wenn fir alle x; = x, folgt: f(x1) = f(X2).
e Eine streng monotone Funktion ist umkehrbar.

3. Eigenschaften

e Der Graph der Umkehrfunktion geht aus dem Graphen der Funktion durch Spiegelung an der
Winkelhalbierenden des I. und I11. Quadranten hervor.

e Fir Werte- und Definitionsmengen gilt:
Ds1 = Wk und Ws-1= Dy

e Die Umkehrfunktion einer streng monoton zunehmenden (abnehmenden) Funktion ist streng
monoton zunehmend (abnehmend).

e Esgilt @ (FH*=f
@ f(f(x)) = x
® f(f(x) =x

Bsp. Frf(x)=f'(x2+2)= — J-(2@+2)+2=-/x2 =|x|=x
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§10. Ableitung von Sinus- und Kosinusfunktion

1. Graphisches Verfahren

Gegeben ist der Graph der Funktion

f: X — sinx. 1

2n

Ermittle den Graphen

der zugehorigen Ableitungsfunktion.

2n

Ergebnis: Es gilt: f(x) = sinx => f’(x) = cosx
AufRerdem gilt: f(x) = cosx => f’(x) = —sinx

2. Rechnerisches Verfahren

Einschub: Iimﬂzl
Xx—0 X
Problem: f(x) = sinx = f(x)=7?

Losung:  Differenzenquotient von f:

f(x+h)—f(x) _ sin(x+h)—sinx _

ZCos(; (x+h+ x))sin(; (X+h—x))

h h h
(2x+hj _h
CcoS -sin(=)
~ 2 2
) h
2
2x+h) . h h
cos[j-sm() sin(>)
. T 2 2" . 2X+h 2
Also: f‘(x)—m B —mcos( i J R
2 2

=C0SX
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§11. Ableitung verketteter Funktionen

1. Verkettete Funktionen

Definition:
Fur 2 Funktionen v: X+ v(x) und u: X+ u(x) heil3t die Funktion
UoV: X u(v(x)) (Lies:,,u nach v: x auf u von v(x)*)

Verkettung der Funktionen u und v.
v heif3t innere und u auBere Funktion.

Beispiel: u(x)=x2+1 V(X) = sinx
Bestimme die Funktionsterme von f =uov und g=vou

Losung:  f(x) = u(v(x)) = u(sinx) = (sinx)2 + 1
g(x) = v(u(x)) =v(x2 + 1) =sin(x? + 1)

2. Kettenregel

Problem: Es soll die Ableitung der verketteten Funktion f = u ov mit f(x) = u(v(x)) bestimmt
werden. (D’: Differenzierbarkeitsbereich von u o v)

Losung:  Differenzenquotient von f:
F()—F(x,) _ u(v(x)-u(v(x,)) _ V) -uve)] - [VO-v(x,)]

X—X, X—X, T (x=X,) - [v)-v(x,)]
_u(v(x)) —u(v(X,))  V(X)-v(Xo) |
B V(X)-V(X ) X—X,

also: f(xo) = lim w= u'(v(X,)) - V'(X,)

X—>Xg

| () =u(v(x) => Fx)=u(vx)V(X) |

Also: Erst die d&uRere Funktion ableiten, dabei die innere stehen lassen und dann die innere
Funktion ableiten und dazu multiplizieren (,,Nachdifferenzieren der inneren Funktion®)

Beispiele:
- f(X) = sin(3x2 — 4x) => f°(x) = cos(3x% — 4X) * (6x —4)
- f(x) = (x3 - 7x2)° => f(x) = 9(x* — 7x2)%(3x2 — 14x)

3x2cos(x3+2)

= e = 1 osxee2).3xe = X200+ 2)
f(x) = {/sin(x” +2) => f(x) ZW Cos(x*+2)-3x 2 /sin(x3+2)

Hinweis: Bei manchen Funktionen muss mehrmals nacheinander nachdifferenziert werden.
-f(x) = 3x~sin(\/x2+2) = ’(x) = 3-sin(«/x2+2)+3x.cos(e\/x2+2)

3x2-cos( x2+2)

N )

1
s 2x=
2x2+2

Produktregel (805 | 1.)

=3-sin(Vx2+2 )+
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§12. Die naturliche Exponentialfunktion

1. Exponentialfunktion

Beispiel:
In einer Bakterienkultur verdoppelt sich die Anzahl der Bakterien nach einer Stunde. Aus wie
viel Bakterien besteht die Kultur nach 5 Stunden, wenn sie anfangs aus 10 000 bestand?

LOsung:

Funktionsterm: a: Anfangswert; b: Wachstumsfaktor (,,Erh6hung auf...*)
Hier: a=10000; b=2

Also: y =10 000-2*

Nach 5 Stunden: y =10 000-2° = 320 000

2. Ableitung
Problem: Es soll die Ableitung der Exponentialfunktion mit f(x) = b* bestimmt werden.

Lésung: Differenzenquotient/Differentialquotient
f(x, +h)—f(x,) b*™"—b% b*b"—b* b" -1

h h h h
h h
Damit: £(x,) = Iimbxf’b—l:bXO -Iimb !
h—0 h h—»0 h

h

mit Tabellenkalkulation.

Bestimmung des Grenzwerts Iing

X—>
Ergebnis: Es existiert ein Wert furr b, so dass der Grenzwert 1 wird.
Bestimmung dieses Werts fiir b:

h

. 1 .
=1 Fir h kann man = einsetzen und n — oo laufen lassen.
n

Es muss gelten: lim
h—0

1
Damit: lim br -1 =1; Zé&hler und Nenner des Bruchs mussen fir groRe n gleich sein.

noo 1

n

1 1 n
Also bn —1z1 bzw. bn z£+1 : somit; bz(£+1j
n n n

Der exakte Wert errechnet sich als Grenzwert fir n — oo:

n—oo n

und wird mit e bezeichnet.
Né&herungswert: e ~ 2,718281828...

Der Grenzwert Iim(1 +1j existiert und ist eine irrationale Zahl. Sie heil’t Euler’sche Zahl

h

Somit gilt fur die Funktion mit f(x) =e*: £ (x,) =e* Llng =g*.1=¢%
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3. Die naturliche Exponentialfunktion

Die Funktion f: x = e* heiRt natirliche Exponentialfunktion.

Fiir ihre Ableitungsfunktion gilt: £(x) = &*

Eigenschaften:
fix —>e*

e Definitionsmenge: Ds= IR

e Nullstellen: Da e* > 0 fiir alle x e IR folgt: Es gibt keine Nullstellen
eSP mity-Achse:  f(0)=e’=1also: Sy (0/1)
e Rénder von Dy: lim f(x) =lime* = fur x > 0 keine Asymptote
Iir[1 f(x)= Iirp e“=0 fiir x < 0 : horizontale Asymptote: y =0

e Ableitung und Monotonie: Es gilt: £(x) = &*
Da f(x) > 0, ist f streng monoton zunehmend im Definitionsbereich D.

e Graph:

-1

Besonderhei'ten: «
= e* -1

e Untersuche das Symmetrieverhalten des Graphen der Funktion f mit f(x) = gx 11
-x e *_1).-e* 0 X _aX X x
f(—x):ef 1:( ) :eo e _1-e¢ e +1 e 1:—f(x)
e +1 (e*x +1)-eX e®+e* 1+e* e+l e+l

Also ist der Graph punktsymmetrisch zum Ursprung.

3%2 + 2X

e Bestimme die Ableitung von f(x) = e
f(x) =¥ " 2. (6x +2) (Kettenregel!)
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§13. Die naturliche Logarithmusfunktion

1. Umkehrfunktion der e-Funktion
Da g: X > €* eine streng monotone Funktion ist, ist sie umkehrbar.

g y=¢* Di=IR W;=IR
logey = X Abkirzung: logey = Iny (“Logarithmus naturalis™)
gy = Inx

Die Umkehrfunktion der natlrlichen Exponentialfunktion heif3t naturliche
Logarithmusfunktion f: X > Inx.

Es gilt fur f: D;= IR® W= IR

2. Eigenschaften von f: X = Inx ~ Df=]0;00[

Beziehungen
Es gelten die Formeln:

In(a-b) = Ina + Inb In(e”) = x
IM%):Ma—mb ™ = x
In(@") = b-Ina

Mit e"™ = x bestimmt man die Ableitung:
(elnx ), =1 :

e™ (Inx)’ =1 (Kettenregel)

x (Inx)’ =1

(Inx)’ = 1
X

Beispiele
Lose die Gleichungen e** =2 und In(2x—3)2=0
e 1t=2]In..
Xx—1=1In2
x=In2 +1~1.69
e In(2x-3)2=0
2.In(2x - 3) =0
In2x—3)=0le"
2x—3=¢°
2x—-3=1
2x =4
X =2
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Weitere Eigenschaften
e Graph:

e einzige Nullstelle: x =1 In1=0 N(1]|0)

e Verhalten an den Rédndern von D: lim f(x)=limInx=0  fiir x > 0 keine Asymptote

X—>00 X—>o0

lim f(x)=limInx=-—w vertikale Asymptote: x =0

x—0* x—0"

e Ableitung und Monotonie: f(x) = Inx  f'(x) = 1 >0,dax>0
X

Da f*(x) > 0, ist f streng monoton zunehmend im Definitionsbereich D.

3. Verkettete Funktionen x - In (g(x))

Die Funktion g(x) heif3t Argument der In-Funktion.
Beispiel: Bestimme fiir f mit f(x) = In(2x + 2) Definitionsmenge, Nullstellen und Ableitung

e Definitionsmenge: Argument >0
Bed.:2x+2>0 =>x>-1
Also: Di=]-1;00 [

e Nullstellen: Bed.: f(x)=0
In2x +2)=0
2x+2=1
x=-0,5
e Ableitung: f'(x) = ! 2 !

- 2= =
2X + 2 2(x+1) x+1
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§14. Extremwertprobleme

1. Beispiel

Eine quaderformige 1-Liter-Milchtlte mit quadratischer Grundflache soll so hergestellt
werden, dass der Materialverbrauch maéglichst gering ist. Berechne die Hohe hnin und die Lange
Xmin der Grundkante dieser Milchtite. Gib auch den zugehorigen Flacheninhalt Ani, der
Verpackung an.

Flacheninhalt A des Verpackungsmaterials
Beschrifte das unten gezeichnete Netz der Milchtltenverpackung mit den Bezeichnungen fiir

die jeweiligen Léngen. Berechne dann den Flacheninhalt A der Verpackung in Abhé&ngigkeit
der Hohe h und der Lénge x der Grundkante der Milchtute.

Milchtite: Netz:

X

Abmessungen einer realen Milchtte
Miss die Langen auf der Innenseite der Milchttite und berechne damit die restlichen Grofen:

Grundkante: X = dm
Hohe: h= dm
Innenvolumen: V= dms?
Flacheninhalt der Verpackung: A= dm?
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2. Losung von Extremwertproblemen

@ Frage Dich, welche Grole minimiert bzw. maximiert werden soll.
Hier: Flacheninhalt A der Verpackung (minimiert)
@ Zeichne ggf. eine Skizze und gib eine Gleichung fur diese Groize an. (Hier kommen noch
mehrere Unbekannte vor)
Skizze: s. oben
A= (h+Xx)-4x
® Ermittle aus der Aufgabenstellung den Zusammenhang zwischen den Unbekannten, also die
Nebenbedingung(en) und I6se entsprechend auf — Benennungen weglassen.
Hier: ,,Literpackung® und ,,quadratische Grundflache*:
h-x2=1 (dm3)
Nebenbedingung: h = %

@ Setze die Nebenbedingung(en) ein und ermittle so den Term der Zielfunktion, in dem nur
noch 1 Variable vorkommt und gib eine sinnvolle Definitionsmenge an.

A(X) = [i+xj-4x

X2
Zielfunktion: A(x) = ﬂ+4x2 D=IR"
X
® Bestimme nun die Extrema der Zielfunktion mit Hilfe der Ableitung.

A(x) = ; +4x2

. 3
Ay =—2 gy = AH8X
X? X?
Ax) =0
4483 =0

8x3=4
x=3/0,5
Fur x <3/0,5 ist A’(x) <O0; fiir x >3/0,5 ist A’(x) >0 (auch tiber VZ-Tabelle)

Also gibt es ein Minimum bei x = 3/0,5 mit Ani, = A(3/0,5) :3i+4(§/0,5)2z 7,56 (dm?)

305

® Ggf. Randwertbetrachtung durchfiihren.
Hier wegen Monotonieverhalten nicht nétig

limA(x) = Iim(ﬂ+4x2) =0
x—0 x—0 ¥

limA(x) = Iim(ﬂ+4x2) =
X—>00 X—00 X
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§15. Modellieren mit Funktionen

Hier wird ein Funktionsterm gesucht, der aus vorgegebenen Bedingungen modelliert wird.

Beispiel:

Eine StraRe soll mdglichst harmonisch tber eine
Kuppe gebaut werden.

Der Graph welcher ganzrationalen Funktion
maglichst geringer Ordnung ist geeignet, die
beiden StralRenstiicke auszurunden?

\ 4

LOsung: \
@ Schreibe einen allgemeinen Funktionsterm auf und bestimme seine Ableitung.
Parabel erscheint geeignet
f(x) =ax2+bx +c
f(x)=2ax+b
@ Formuliere aus den Bedingungen Gleichungen und vereinfache jede. (Es miissen
mindestens so viele Bedingungen auffindbar sein, wie man unbekannte Koeffizienten hat).

I f(0)=0 0-a+0b+c=0 = ¢=0

I £0)=1 2.0a+b=1 => b=1

I f3)=-15 9a +3b+c=-15 => 9a+3=-15
IV ££(3)=-2 2.3a+b=-2 = 6a+l=-2

Es sind mehr Gleichungen als Unbekannte!

® Ldose die Gleichungen.
Aus IVa=-0,5
Inlll —45+3=-15
—-1,5 =-1,5 (w) Hier kénnte auch eine falsche Aussage entstehen, dies wirde be-
deuten, dass das Problem von keiner quadratischen Funktion geldst
wird. Man mdisste es mit einem Polynom 3. Grades versuchen.

@ Gib den Funktionsterm an.
f(x) =-0,5x2+x

Allgemeine Terme - Faustregeln:

e Polynome n-ten Grades: ax"+....+mx+n
« Rationale Funktionen: Xt e AXEX)(XX)...
gx™ +... b(X =X )(X = Xg)...
e Periodische Funktionen: a-sin(bx + ¢), a-cos(bx +c¢) evtl. a-tan(bx + ¢)
e Logarithmus: a-In(bx+c)
e Exponential: a-e”™* ¢ oder a-e™
e Glocke: a-e™
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Beispiel:

Der Graph einer ganzrationalen Funktion hat in A(1|3) einen Hochpunkt und in B(3|0) einen

Tiefpunkt. Bestimme einen Funktionsterm mit moglichst geringer Ordnung.

LOsung:

Es scheint eine ganzrationale Funktion 3. Grades geeignet.

O f(x)=ax®+bx2+cx+d
f'(x) =3ax2+ 2bx + C

@ | f(1) =3
I f3)=0
I f@)=0
IV f(3)=0

Q@ -1
IV-III
I*-2-1
H* —H*
in lI*
a,binlll
a,b,cinl

a +b +c +d =3
27a +9b +3c +d =0

33 +2b +c =0

27a +6b +c =0

26a +8b +2c =-3 (I
24a +4b =0 (II™)
20a +4b = -3 (111*)
4a =3

24.0,75+4b =0 4h =18

30,75+245+c=0
0,75+45-1125+d=3

@ f(x) =0,75x% + 4,5x2 -11,25x + 9

f'(x) = 2,25x% + 9x — 11,25 (nicht notig nach Aufgabenstellung)

a=0,75
b=45
c=-11,25
d=9
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§16. Kurvenscharen

Bei Kurvenscharen kommt im Funktionsterm neben der Funktionsvariable noch eine weitere
Unbekannte (ein konstanter Parameter) hinzu.

Zu jedem fest eingestellten Wert des Parameters gibt es einen Graphen mit x als Variable.

Bei der Kurvendiskussion verfahrt man ganz normal, wobei man (z.B. beim Ableiten) beachten
muss, dass der Parameter eine Konstante ist!

Besonderheiten:

1. Bestimmung von Stellen und ihrer Anzahl

Typische Aufgabenstellung:
Berechne die Nullstellen der Funktion und bestimme ihre Anzahl in Abhangigkeit von k:

£ 00 = XK br = RE ke R
K X +1 K ’

® Lose die Aufgabenstellung wie gewohnt (x ist gesucht!)

fk(X)=0
x2—k=0
X2 = +k

@ Fur welche k ist der Term (hier £+/k ) im Ergebnis Uberhaupt definiert?
k < 0: keine Nullstelle
k = 0: genau eine Nullstelle: x=0

k > 0: genau 2 Nullstellen: X3, = +Jk

® Vergleich mit der Definitionsmenge:
+vk =-1
flr k = 1 gibt es nur eine Nullstelle ndmlich x = +1

@ Zusammenfassung:
keine Nullstelle: fiir k e Jo0; O[

genau 1 Nullstelle: firk=1:x=1
firk=0:x=0

genau 2 Nullstellen: fir k € ]0; oof \ {1}

2. Unabhangigkeit vom Parameter

Erhalt man bei einer Aufgabenstellung ein Ergebnis, in dem der Parameter nicht vorkommt, so
ist das Ergebnis unabhangig vom Scharparameter, es trifft fir alle Graphen der Schar zu.

Beispiel:
Zeige, dass alle Graphen der Schar fy(x) = ax + 1 die y-Achse in demselben Punkt schneiden.

f(0) = a-:0 +1 = 1 unabhéngig von a = Alle Graphen schneiden die y-Achse in Sy (0/1).
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3. Ortskurve

Zeichnet man alle zum Beispiel die Extrempunkte aller Kurvenscharen, so konnen diese wieder
einen neuen Graphen bilden. Dieser heif3t dann Ortskurve der Extrempunkte.

Beispiel 1.

Die Graphen der Schar f, (X) = (x —a)? + a sind Parabeln mit dem Scheitel S(a/a). Jeder Scheitel
besitzt dieselbe x- wie y-Koordinate. Also liegen alle Scheitelpunkte auf der Geraden mit der
Gleichung y = x.

Die Ortskurve der Scheitelpunkte hat also die Gleichung y = x

Bestimmung der Ortskurve:

® Bestimme die Koordinaten des zu betrachtenden Punktes in Abhangigkeit vom
Scharparameter.

Beispiel: P(k— 1| kz—2k + 1)
@ Schreibe die Koordinaten als Gleichungssystem mit 2 Gleichungen auf:
. x=k-1
I y=k2-2k+1
® Lose die Gleichung mit x nach dem Parameter auf und setze das Ergebnis in die andere
Gleichung ein:
l. x=k-1 =>k=x+1
. y=kz2-2k+1
kinll. y=(x+1)2-2(x+1)+1
y=xX2+2x+1-2x-2+1
y=Xx2+2
@ Die entstandene Gleichung hat nun x und y als Variable und ist die Gleichung der
Ortskurve:
0:y=x2+2

4. Gemeinsame Punkte

Aufgabe: Untersuche die Graphen der Schar fi: X »2kx — k auf gemeinsame Punkte.

Lésung:  Wahle zwei verschiedene Parameter und setze die Terme gleich:
fi(X) = fin(X) k=m
2kx —k =2mx —m
2kx —2mx =Kk —-m
X2k —2m) =k -m l:(2k —2m) =0
x=-0,5; y=1(0,5)=0
P(-0,5|0) ist der einzige gemeinsame Punkt.

© H. Drothler 2012 www.drothler.net



Analysis Oberstufe Seite 38

§17. Stammfunktion

1. Definition

Eine Funktion F heif3t Stammfunktion einer Funktion f, wenn gilt:
F'(x) =1(x)

Bemerkung: Jede Funktion besitzt unendlich viele Stammfunktionen, die sich alle in einer
Konstanten unterscheiden. Ihre Graphen unterscheiden sich also dadurch, dass sie in y-
Richtung unterschiedlich weit verschoben sind.

2. Wichtige Regeln und Funktionen mit ihren Stammfunktionen

Es gelten folgende Regeln:

fxX)=g(x) +h(x) =>FX)=G(x)+H(X)+C (Bei Summen Stammfunktionen der
einzelnen Summanden bilden)
f(x) = a-g(x) =>F(x) =a-G(x) +C (Multiplikative Konstanten bleiben)
f(x) =g(x) +a =>FX)=G(X)+ax+C (Additive Konstanten mit x
multiplizieren))
n+l
f(x) = x" F(x) = +C nur fir n = -1
n+1
1
f(x)== F(x) = Injx| +C
X
f(x) = & F(x) = &
f(x) = sinx F(x) = —cosx + C
f(x) = cosx F(x) = sinx+C
0= % F = Injge [+ C
9(x)
Beispiele:
f(x) = x _3 X F(x)=§ln|x2—1|+C
x2—1 2 x2-1 2
f(x) =2x2+4x +3 F(x):§x3+2x2+3x+C
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818. Die 2. Ableitung

1. Krimmungsverhalten

Ein Graph heif3t in einem Intervall J rechtsgekrimmt, wenn die Steigung der Tangente in J
monoton abnimmt.
Ein Graph heil3t in einem Intervall J linksgekrimmt, wenn die Steigung der Tangente in J

monoton zunimmt.

X X

Man muss also die Ableitung f(x) erneut ableiten, um das Anderungsverhalten der
Tangentensteigung zu erhalten. Die entstehende Funktion > (,,f zwei-Strich*) nennt man die
zweite Ableitung von f. Dazu muss die Ableitung differenzierbar sein. Man sagt dann, dass f
zweimal differenzierbar ist.

Es gilt:

Ist f stetig in [a; b], dann
f’(x) < 0 1in ]a; b[ => Gy rechtsgekrimmt in [a; b]
f’(x) > 0in ]a; b[ => Gs linksgekriimmt in [a; b]

2. Wendepunkt

Eine Stelle x,, an der die Funktion zweimal differenzierbar ist und an der sich das Krim-
mungsverhalten dndert, heist Wendestelle, der zugehdrige Graphenpunkt Wendepunkt W.

rechts- linksgekrimmt
Xo
Es gilt:

1. Ist X, Wendestelle, dann folgt: ’(x,) =0

2. Ist f°(x0) = 0, £7°(X0) # 0 und >’ stetig an der Stelle x,, SO hat der Graph von f einen
Wendpunkt an der Stelle X,.

© H. Drothler 2012 www.drothler.net



Analysis Oberstufe Seite 40

3. Extrempunkte-Kriterium

Ist f stetig in Xo, "(Xo) = 0 und £”’(x,) > 0, dann hat f an der Stelle x, ein lokales Minimum.
Ist f stetig in Xo, °(Xo) = 0 und ”’(x,) < 0, dann hat f an der Stelle x, ein lokales Maximum.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht!
2.B. f(x) = x* Tiefpunkt T(0/0), aber £*(0)=0; ’(0)=0

4. Beispiel

Gegeben ist die Funktion f: x — x3 + 3x2 — 9x
Gib Lage und Art der Extrempunkte des Graphen von f an und bestimme den Wendepunkt.

LOsung:

P(x)=3x2+6x—-9=3(x2+2x-3)=3(x-1)(x+3)
’x)=6x+6=6(x+1)

£°(x)=6
Extrema: Px)=0=> x1=1 Y1 =—
X2 = — Yo = 27
°(1)=12>0  => Tiefpunkt T(1-5)
°(-3) =-12 <0 => Hochpunkt H(-3|27)
Wendepunkte: ’(x)=0 =>x3=-1 y; =11
Entweder: @ f’(-1)=6=0
Oder: @ 1’(x) besitzt VZW von — nach + bei x3 = -1

=> Wendepunkt W(-1|11)

5. Wendetangente

Die Tangente an den Graphen einer Funktion im Wendepunkt heif3t Wendetangente.
Aus Beispiel von oben: (Tangente: vgl. 807 | 3.)

Xo=—1

f(xo) =11

f(x0) =6:(-1) +6=0
Wendetangente: w: y=11

6. Terrassenpunkt

Ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente heil3t Terrassenpunkt. Hier gilt £’(x,) = 0, aber das
Monotonieverhalten andert sich nicht.

Ist f stetig in Xo, "(X0) = 0, ’(X0) = 0 und £*’(x) # 0, dann ist E(X, | f(X,)) einTerrassenpunkt.

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht!
z.B. f(x) = x°: Terrassenpunkt E(0|0), aber £°(0) = 0; £>’(0) =0
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819. Flachenberechnung

1. Streifenmethode

Problem:

Es soll der Flacheninhalt A angenéhert werden, der vom Graphen einer Funktion und der x-
Achse in einem bestimmten Intervall [a; b] eingeschlossen wird.

Beispiel:
f(x)=x2; a=0;b=2 "
» X
a b

LGsung:

Das Fléachenstiick wird in n rechteckige Streifen mit derselben Breite Ax zerlegt, deren
Flacheninhalte addiert werden. Je groRer die Anzahl n der Streifen ist, desto besser wird der
gesuchte Flacheninhalt angen&hert.

n=4 Streifen dem Graphen einbeschrieben Streifen dem Graphen umbeschrieben
VA yA 7
»X »X
a b a b
Breiten der Rechtecke: Ax = b-a _2-0_1 Breiten der Rechtecke: Ax = E = 2-0 = 1
n 4 2 n 4 2
Hohen: @ hy =1(0-%2) =0 Hohen: @ hy =f(1-%) = 0,25
@ h, =f(1-%2) = 0,25 @hy=f2) =1
® hy=f(2-%L) =1 ® hz =f(3-%%) = 2,25
@ hy =1(3-%) = 2,25 @ h,=f(4%) =4
Flache: Uy = 0-% + 0,25:% + 1-% + 2,25:% = | Flache: Oy = 0,25V + 1% + 2.25-Ys + 415 =
=1,75 = 3,75
Merke

Die auf diese Weise bestimmte Flache U, heilst Untersumme (Rechtecke sind dem Graphen
einbeschrieben) und O, heil3t Obersumme (Rechtecke sind dem Graphen umbeschrieben).

Es gilt stets: U, <A <O,
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2. Exakter Flacheninhalt

Problem:
Wie kann mit Ober- und Untersumme der exakte Flacheninhalt A berechnet werden?

L6sung anhand des Beispiels:

@ Bestimmung der Obersumme O, fir beliebiges n

Breite: Ax = E:g
n n
Oy = 3-{f(1-3)+f(2-3)+...+f(n3)}:
n n n n
B 2 2 2
= E (13) +(22j +___+(n.gj =
n n n n

e (3 3 3]

LS)

2
= g. Ej [12+22+ +n2] —_
n \n
2 2)2 [n(n+)@2n+D)] _
n \n 6
_ 8 n(2n?+n+2n+1) _
ns3 6
8 2n3+3n2+n 4 3 1
= - = | 24+—+—
6 ns3 n n2

@ Berechnung des Grenzwertes flr n — oo.

A=1imo =tim| 2.[2+3:11]-22
n—oo n—w| 3 n n2 3

Analog:
Fir die Untersumme U, ergibt sich:

U= —- 02-(%)2 +12~(%j2 +..+(n —1)2-[%]2} =
]

gjz_[(n—l)-((n —1);1)~(2(n ~1) +1) :%(2_%%)

n

(gj [12+22+..+(n-1)] =

n

SN

SN

Somit: A= limU = |imf-(2—§+ij=23
n—o0 n—wo 3 n n2 3
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3. Bestimmtes Integral

Satz
Die Grenzwerte von Obersumme und Untersumme stimmen Uberein. Ihr Betrag gibt die
Malzahl des Flacheninhaltes A an.

Definition
Der Grenzwert limO, (bzw. limU,) heil3t bestimmtes Integral der Funktion f in den Grenzen
n—oo n—oo

von a bis b.

b
Schreibweise: J. f(x)dx ,,Integral von f(x)dx von a bis b*

Also gilt fur f(x)= x2:

2 2 2
[ £00dx = [xedx = 2%
0 0 3

4. Geometrische Bedeutung

Merke:

Das bestimmte Integral entspricht der Summe der ,,gerichteten Flachen* zwischen Graphen und
x-Achse. Bei der Integration von links nach rechts werden Flachen unterhalb der x-Achse von
den Flachen oberhalb der x-Achse subtrahiert.

Beispiel VA

b
[foodx=A,-A, +A, -A,
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Oberstufe

Analysis

§20. Der Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung HDI

1. Integralfunktion

Definition

f: t > f(t) sei eine in D definierte Funktion. Dann heif3t die Funktion

la: X+ Iy (X) = jf(t)dt mita e Dy

a

Integralfunktion von f zur unteren Grenze a. Die Funktion f heif3t Integrandenfunktion.

e e - — - ——————

oo [ T T T T R B
T Ty S
Voo Voo L T T R T T T T T T T T T B
[t e ot e Tt M e i R R e By M | it e Sl il b Ml Sl i R B 0 e B il |
Lolod_oL_oJ_odl_t__d_L_Lg_Ll_i [N N S I PP AN L U g
] 1 1 1 ] 1 1 ] _LV 1 | 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _LV [] 1
Feolmdmb At -4+ J=+ - LolodoLolodototaoaotoJoao
| | Ve i R [
FoCT-T-rA-T-r=—1-T-r4-1-1i Folcd—t—lmd—4+—F—l—4—F—-{-+-1
v \ Vol 0 Vo VNS [
ﬂn/nn_lql_ln_nl_l_ll_l-n_nl_. [ L T T T T
[ PRy T R R (Y Sy SR T [ U A Y N N QY I
| L Lo a1 1 [ I T N I R [ [
F =1 1 - Se——r—r—1—T T -1t- Folmd e b N de b ke k= -+ -
\ Vo ] \ I oo Ny [ [
[l Sl ity S R il ol el B il e il it ol el iy ol R et el B
Lomdobooa N -La—a b oc Joa [ R Sy IO S U I Tl o
h ) TN h T [ Al i i | i T T T
Feolmdmtbeolmd—t M o—d-bord-4+-, Lolmdoboiogoa N Joaoro oo
\ \ Vo N | 1 [ R T B B [ [
It Rl el el Rl S I Sl B R R L B -+
| o R L L L T O T T R R I N | [
T ETr T T TN T T Tm AT TN T T
[ R R S S S S T Lo (I PP R R T T N N B ] 11
| ' Voo N Vo [ N T T I I I / [
FomA-tf-rFA-t-F=-—1-t+t M 4-+- T i I . VI ]
\ I Voo ' [ T T T T T T B R [
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII FSm T AT Tt - T~
O O O SN S N A O S A
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 [] 1
LolodoLolodolobLaodoLodoLod
— I
+ —
N _
.. + .
Y o~ —
— > |
P N x
c
= + Il
=] X ~—~~
= a 4
X Al | + Al
= < < +
£ X >~ A <
S 4 o~ ! _
(@] N ~
D Il Il < % — | N
- — — ~ —
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—~~ —~~
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Jede Integralfunktion besitzt mindestens eine Nullstelle, ndmlich die untere Integrationsgrenze.
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2. Hauptsatz

Satz (HDI

Sei f eine stetige Funktion mit dem Definitionsbereich D und a, b € D. Dann gilt:

1. Die Integralfunktion If(t)dt ist eine Stammfunktion von fin D

b
2. If(x)dx = F(b) —F(a) , wobei F eine beliebige Stammfunktion von f in D ist.

Schreibweise: F(b) — F(a) =: [F(X)]"
Beispiele:

j(Bxs)dx =[X°], =1°—0° =1 f(sin X)dx =[-Cos X]7 =—Cosm+€0s0=1+1=2
I;igenschaften: 0

—j.f(x)dx = —[F(b) - F(a)] = F(a) - F(b) = jf(x)dx

Tf (x)dx + j f(x)dx = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) - F(a) = j.f(x)dx

ch (x)dx = cF(b) —cF(a) = c(F(b) - F(a)) = cjl f(x)dx

I[f (X) +9(x)]Jdx =[F(b) + G(b)]-[F(a) + G(a)] = F(b) —F(a) + G(b) - G(a) = If(x)dx + I g(x)dx

Gilt f(—x) = —f(x), so ist j'f(x)dx =0

Beispiele:

Uy

I(Zsinx+cosx)dx:[—2cosx+sin X]g =—2cosm+sinm+2cos0—-sin0=2+2=4
0

]E(sin X +4x3)dx =0,da f(—x) =sin(—x)+4(—x)3=—sin X —4x3 = —(sin X + 4x3) = —f(X)

-7
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Wichtige Stammfunktionen:

Schreibweise fir eine beliebige Stammfunktion von f: J. f(x)dx (,,unbestimmtes Integral®)

n+1

X
n+1

+Cfirn--1

Ix”dx:

jidx=|n|x|+c

X

.flnxdx:xlnx—x +C
j(sin X)dx =—cosx +C

I(cos x)dx =sinx +C
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§21. Anwendungen der Integralrechnung

1. Flachenberechnung

Um den Flacheninhalt A zwischen dem
Graphen einer Funktion f und der x-Achse zu

5N

b
berechnen, muss das Integral J1TGJ1d> E

berechnet werden.

v

Einfacher: ,,Von Nullstelle zu Nullstelle integrieren®:

@ Nullstellen im Intervall [a; b] berechnen (X, xz, o Xn)

@ Integration: A =| j f(X)dx |+ | j ()X |+t | j f(x)dX |

X1 Xn

Beispiel:
Bestimme den Inhalt A der Flache, die vom Graphen der Funktion f(x) = 2x3

—4x2, der x-

Achse und den Geraden mit den Gleichungen x = -2 und x = 1 eingeschlossen wird.

L6sung: 4
@ f(x) =0
2x3 —4x2=0
X?(2x-4)=0 >
X, =0 ) \/
(X2 = 2 nicht im Intervall)
‘ h ‘_x“ ax3] | [x* axe]
@A = | [ (2x3-4xd)dx |+ | [ (2x3 - 4x?)dx | = ———} + {———} =
2 0 2 3], 2 3
4 4
:‘O_(_(_z) ——4(‘2)3j + [L—ﬂ}o :‘_23 + —5‘ =35
2 3 2 3 3 6

2. Flache zwischen 2 Funktionsgraphen

Um die Flache zwischen den
Graphen zweier Funktionen fund g
Zu bestimmen, muss man den

Betrag der Differenz der beiden
Funktionen integrieren.

Also:

Xy

[[F09-909]dx

a

A = j|f(x)—g(x)|dx =

+

X1

j [£(x) —g(x)]dx

+

b

Xp

A+ [ [Fe)-g(x)]d
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Beispiel:

Bestimme das von den Graphen der Funktionen
f(x) =x2+ 3x +sinxund g(Xx) = —%2-2X + sinx
eingeschlossene Flachenstick..

Losung:
@ Bestimme die Differenzfunktion d(x) = f(x) — g(x) (evtl. groRere Werte minus kleinere)
d(x) = —x2—2x + sinx — (X% + 3x + sinx) = —2x? — 5x

@ Bestimme die Schnittstellen der Graphen (Nullstellen von d)

d(x) =0
-2x2-5x =0
X(=2x-5) =0

X1 = —2,5 Xo = 0
® Bestimme die Flache durch Integration der Differenzfunktion
0 0
A= JGQ#—Smwc{—gﬂ—Exﬂ =o{—3¢25y—§ezaﬂ=5§-
s 3 2 |, 3 2 24

3. Lokale Anderungsrate und Gesamtanderung

Ist der Verlauf der lokalen/momentanen Anderungsrate einer GréRe gegeben, so kann man die
Malzahl der Gesamténderung der Grof3e in einem Intervall als MaRRzahl des Flacheninhalts
zwischen Graph und x-Achse deuten und so durch Integration ermitteln.

Beispiele
b
f beschreibt _[ f ()X peschreibt
a
momentane Verdunstungsrate von Wasser die im Zeitintervall [a;b] verdunstete Wassermenge
(z.B. in ml/h — Milliliter pro Stunde) (z.B.inml)
Besucherrate am Einlass zu einem Konzert die im Zeitintervall [a;b] eingelassenen Besucher

(z.B. in 1/min, d.h. Besucher pro min)

Geschwindigkeit (momentane Anderungsrate des Wegs) den im Zeitintervall [a;b] zurlickgelegten Weg
(z.B.inml/s) (z.B.inm)

Kraft, die langs eines Weges wirkt die auf dem Wegintervall [a;b] verrichtete Arbeit
(z.B.inN) (z.B.inNm=1)

4. Uneigentliche Integrale

Entsteht bei der Integration ein ins Unendliche reichender Flacheninhalt (d.h. eine der
Integrationsgrenzen strebt an den Rand des Definitionsbereichs), so berechnet man diesen tiber
einen Grenzwert und nennt den Grenzwert uneigentliches Integral.

Beispiele fir uneigentliche Integrale:
t 1 L In(x-1)
lim|—=dx,D=]0; 0] Ilim|(2-——3)dx, D=1]1;
{ NS 10; o[ lim j (- 1L; oof

z—0
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§22. Exponentielles Wachstum

1. Begriff

» Wachstumsvorgange, bei denen sich eine GroRe in bestimmten Zeitabschnitten immer um
denselben Wert verandert, sind linear und kénnen mit Hilfe einer linearen Funktion f mit
f(t) = at + b beschrieben werden, wobei t die Variable und a sowie b Konstanten sind.

» Wachstumsvorgéange, bei denen sich eine GroRe in bestimmten Zeitabschnitten immer um
denselben Faktor veréndert, sind exponentiell und kénnen mit Hilfe einer
Exponentialfunktion f mit f(t) = a-e* beschrieben werden, wobei t die Variable und k sowie
a Konstanten sind.

Beispiele:
,,Jeden Tag 2€ mehr* lineares Wachstum
,»Steigerung von 5% jahrlich  exponentielles Wachstum

2. Ermittlung der Konstanten
Beispiele:
Die Anzahl der Bakterien einer Bakterienkultur nimmt
a) stundlich um 30% zu
b) verdreifacht sich alle 3 Stunden
c) téglich um 5% ab.
Stelle einen Funktionsterm f(t) auf, der dieses Wachstum beschreibt, wenn die Kultur zum
Zeitpunkt t = 0 aus 10 000 Bakterien besteht.
@® Anfangswert bestimmen:
Der Anfangswert, also der Wert zum Zeitpunkt t = 0, ist die Konstante a. Hier: a = 10 000
@ Wachstumsfaktor p ermitteln:
a) p=1+30%=1+03=1,3
b) p=3
c) p=1-5%=1-0,05=0,95
Das Beispiel b) kénnte durch den Term f(t) = 10 000-2" beschrieben werden, jedoch kénnen wir
diese Funktion nicht ableiten, deswegen muss dieser Term zu 10 000-e** verwandelt werden:

10 000-e* =10 000-2"

ekt =2'In
kt =tIn2
ttk—1In2) =0 giltfir  t=0o0der k=1In2

damit ist die Konstante k = In p

® Funktionsterm aufschreiben und die Bedeutung der Variablen angeben:
a) f(t) = 10000-e"™3  (tin Stunden)
b) f(t) =10000-e™  (tin 3 Stunden)
c¢) f(t) =10000-e""%  (tin Tagen)
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Ein Wachstumsprozess, bei dem der Bestand in einem bestimmten Zeitintervall um einen
bestimmten Faktor zunimmt/abnimmt kann durch die Exponentialfunktion

f mit f(t) = a-e

beschrieben werden.

Dabei ist a der Anfangswert, also der Bestand zum Zeitpunkt t = 0, k = Inp und p der
Wachstumsfaktor.

Es gilt bei Zunahme (Bsp. a) und b)): k > 0 und bei Abnahme (Bsp. c)): k <O0.

3. Halbwertszeit/VVerdopplungszeit

Den Zeitpunkt Ty bzw. Tp, zu dem sich der Bestand halbiert bzw. verdoppelt hat, nennt man
Halbwertszeit bzw. Verdopplungszeit

Ermittlung:
Esgilt: f(Ty) =0,5f(0) bzw. f(Tp) =2-f(0)
Also: a-e“TH = 0,5 a.e? bzw. a-e“To = 2 a.e?
e“TH =05 bzw. e“To =2
k'TH = |n0,5 bzw. kTD = |n2
Damit: T, = _In s = _In U bzw. T, = In_2 = In_2
Inp k Inp
Beispiele:
a) T, = Iln_123 ~ 2,64 Also betragt die Verdopplungszeit 2,64 Stunden.
ni,
In2

b) T, = 3 ~ 0,63 Also betragt die Verdopplungszeit 0,63-3h = 1,89 h = 1h 54 min
n

_In05

)T
) T In 0,95

~ 13,51 Also betragt die Halbwertszeit 13,51 Tage

TIPP: Viele Aufgaben lassen sich am besten dadurch l6sen, dass man einen Ansatz wie oben
macht.

Beispiel
Das radioaktive Isotop Jod131 besitzt eine Halbwertszeit von 8,3 Jahren. Nach welcher Zeit
sind 10% der Kerne zerfallen?

Losung:
Aufstellen des Funktionsterms (wie unter 2.)

» a=100%=1

» k ermitteln mit der Formel fiir die Halbwertszeit T, = n0,5 =

In0,5t

> f(t)=e®®
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Ansatz:  f(t) =0,9-f(0) OBACHT: ,,10% zerfallen* heif3t: 90% vorhanden

nos,
g 83 = 0,9 => Inﬂt =1n0,9 => t=83 In0.9
8,3 In0,5

Antwort:  Nach 1,26 Jahren sind 10% zerfallen.

~1,26

4. Momentane Wachstumsrate

Der Wert der Ableitung f*(t,) gibt wieder die momentane Wachstumsrate zum Zeitpunkt t, an.
(vgl. 80312.)

Beispiel: Momentane Wachstumsrate zum Zeitpunkt 4 h flr Bsp.b)
to :%; f(t) = 10000-e™™  (t) = 10000-e"". In3

4
f (gj = 10000 In3- e3I - 47534 ; Wachstumsrate: 47534 Bakterien pro 3h bzw. 15844 pro h
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