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Beweis des HDI  :
1. Der HDI

       Der HDI besagt, dass die Ableitung der Integralfunktion einer stetigen Funktion f  die

        Integrandenfunktion ist.

       F(x) =  ∫ax f(t)dt           =>      F’(x) = f(x)

1.1 Hinführung und Beweis

                             F: x→ ∫xc f(t)dt,           x є [a ; b]  

       Bildung  des Differenzenquotienten 

                            F(xo+h) - F(xo) = ∫cxo+h f(t)dt - ∫cxo f(t)dt

       Durch abschnittsweise Integration

                          F(xo+h) - F(xo) =  ∫cxo f(t)dt + ∫xoxo+h f(t)dt - ∫cxo f(t)dt

                          F(xo+h) - F(xo) =  ∫xoxo+h f(t)dt

       Da die Funktion f im abgeschlossenen Intervall  I = [xo, xo+h] stetig ist, nimmt sie darin 

       einen größten ( f (xM)) und einen kleinsten (f(xm)) Funktionswert an. (Extremwertsatz) 

       Daraus er gibt sich folgende Ungleichheitskette:

       h ∙ f(xm) ≤  ∫xoxo+h f(t)dt  ≤ h ∙  f (xM)               (siehe Infinitesimalrechnung 2, S.72,Fig 8.2)

       Im folgendem wird diese Ungleichheitskette durch h dividiert:

      Dadurch erhalten wir:

 - wenn h → 0,  gilt          xm  → xo       und   xM→  xo  

         Aus der Stetigkeit von f ergibt sich:         lim f(xm) =  lim f (xM) = f(xo)

                                                                               xm → xo           xM → xo

     - wenn h > 0,                 1                             F(xo+h) - F(xo)

                              f(xm) ≤  ─  ∫xoxo+h f(t)dt =   ───────── ≤  f (xM)

                                      h                                     h

-  wenn h < 0,  

                         -h ∙ f(xm) ≤  ∫xo+hxo f(t)dt  ≤  -h ∙  f (xM )         │: (-h)     (- h > 0) 

                                               1                             

                               f(xm)  ≤ - ─  ∫xo+hxo f(t)dt   ≤  f (xM)   , da  ∫xo+hxo f(t)dt  = - ∫xoxo+h f(t)dt ,       

                                               h

                                             1                             

                               f(xm) ≤  ─  ∫xoxo+h f(t)dt  ≤  f (xM)

                                        h        

wenn man nun den  lim  bildet, erhält man

                               h→ 0

               F(xo+h) - F(xo)                                     1

  lim       ─────────  = F’(x) =      lim        ─  ∫xoxo+h f(t)dt  =  f(x)
     h→ 0               h                                  h→ 0       h

                                   F’(x)   =   f(x)

     =>   Jede Integralfunktion F einer stetigen Funktion f ist eine Stammfunktion zu f.
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