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806. Die Binomialverteilung

1. Bernoullikette

Definition:
Eine Menge von Ereignissen A;, A,,...A, heildt Bernoullikette der Lange n, wenn
1. die Ereignisse A1, Ay,...A, unabhéngig sind und
2. alle Ereignisse A; die gleiche Wahrscheinlichkeit haben:
P(A1) =P(A2) =... =P(Aq) = p
p heil3t Parameter der Bernoullikette.

Bemerkung: Bei einer Bernoullikette gibt es nur 2 Ausgange: Treffer (mit Wahrscheinlichkeit
p) oder Niete (mit Wahrscheinlichkeit q = 1- p).

Beispiele:
® n-maliger Wirfelwurf:
A : , Keine 6 beim i-ten Wurf™ p =5/6
@ Stichprobe mit Zurlcklegen (Typisches Modell fir Bernoulli-Kette):
Ai: ,,Das i-te entnommene Stiick ist Ausschuss p: Ausschusswahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit:
Ist die Nummer der Ziige mit Treffer vorgegeben (z.B. ,,Nur beim 1., 3. und 5 Versuch ein
Treffer*), so ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen genau k Treffer zu erzielen:

P(X = k) = p“(L-p)™*

Ist die Nummer der Ziige mit Treffer nicht vorgegeben (z.B. ,,Bei genau 3 Versuchen ein
Treffer) , so ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen genau k Treffer zu erzielen:

HX=m:fjp“a—mH

k
Beispiele:

@ Berechne die Wahrscheinlichkeit, beim flinfmaligen Wurfeln
a) nur beim 1. und 3. Wurf eine 6 zu haben:

2 3
n=5 k=2 p= - px=2)= (2] (2] —161%
6 6 6
b) nur beim 1. und 3. Wurf eine gerade Zahl zu haben.
2 3
n:5;k:2;p:l P(X=2)= 1) (1) =313 %
2 2 2
c) bei genau 2 Wurfen eine 6 zu haben.
5 2 3
n:5;k:2;p:l P(X=2)= [lj Fj =161 %
6 2\ 6 6

@ Bei der Produktion der Bierkriige fiir das Annafest ist der Ausschussanteil 5%. Wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit unter 10 Kriigen genau 2mal Ausschuss vorzufinden?

10
n=10; k=2; p=0,05 P(X=2)= (2}-0,052 -0,95% = 7,46 %

(Beachte: Bei groRer Anzahl N (hier von produzierten Kriigenverwendet man das Modell
,,mit Zuriicklegen*)
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2. Binomialverteilung

Definition:
Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung
B(n;p): k — B(n;p;k) = (U-pk -(L-p)" " k=0;1;2;..n

heit Binomialverteilung.

Beispiele:
Aus einer Urne mit 3 wei3en und 7 schwarzen Kugeln werden 10 Kugeln mit Zuriicklegen

entnommen. Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten:
1. Genau 3 weilRe Kugeln werden gezogen: n=10 p=0,3 (weil)

10
P(X=3)= (3 .0,3%-0,77 =26,7 %

2. keine weille Kugel wird gezogen:

P(X=0)= (l(;) .0,3°-0,7"° =2,83 %

3. Hochstens 1 weille Kugeln wird gezogen:
P(X<1)=P(X=0)+P(X=1)=0,0283 + (110)0,31 0,7° =149 %

4. Hochstens 9 weille Kugeln werden gezogen:
P(X<9)=1-P(X=10)=1 — ﬁgj.o,:a“’ .0,7° =99,999 %

5. Mehr als 5 aber hochstens 7 weiRe Kugeln werden gezogen:

10 10
PG<X<7)=P(X=6)+P(X=7)= (6j-0,36-0,74 + (7)0,37-0,73:4,58%

3. Mindestens- Mindestens-Mindestens-Aufgabe

Wie oft muss man einen Laplace-Wirfel mindestens werfen, damit mit mindestens 98%
Wahrscheinlichkeit mindestens eine 6 fallt?

p= l, n gesucht n In[EJ <In 0,02 In(gj <0
6 6 6
P(X>1)>0,98 nzlno%
In (j
6
1-P(X=0)>0,98 (Gegenereignis) n>21,4
—P(X=0)>-0,02| -(-1) Man muss mindestens 22mal
P(X=0) < 0,02 wirfeln.
0 n
: (1) . E] <0,02
0)\6 6
1-1-(%) <0,02|In...
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4. Hinweise zum Umgang mit dem Tafelwerk

P(X=Kk) ..genau k Treffer*

Verwende die Spalten ,,B(n;p;k)“ und suche erst p, dann n und k heraus.
Schreibe: P(X=k) = B(n;p;k) =....

Beispiel:

10mal Wiirfeln: Wahrscheinlichkeit genau 4 gerade Augenzahlen
n=10;p=05k=4

P(X=4)= B(10; 0,5; 4) = 20,5%

P(X < k) ,.hochstens k Treffer

k
Verwende die Spalten ,, Z B(n;p;i) “ und erst p, dann n und k heraus.

i=0

k

Schreibe: P(X <k) = > B(n;p;i) = ....
i=0

Beispiel:

10mal Wiirfeln: Wahrscheinlichkeit hdchstens 4 gerade Augenzahlen
n=10;p=05k=4

4
P(X < 4) = ZB(lO;O,S;i)= 37,7%
i=0

Sonstige

Alle anderen Wahrscheinlichkeiten miissen auf P(X < k) zurtckgefihrt werden:
»Weniger als 4 P(X<5)=P(X<4)

,Mehr als 5% P(X>5)=1-P(X<5)

,Mindestens 9% P(X>9)=1-P(X<8)

,»Mindestens 7 aber hochstens 15“: P(7 < X <15) = P(X <15) —P(X £6)
,Mehr als 7 aber hochstens 15 P(7<X<15)=P(X<15)-P(X<7)
,Mehr als 7 aber weniger als 15°:  P(7 <X <15)=P(X<14)-P(X<7)

Achtung: Nicht fur alle Wahrscheinlichkeiten kann das Tafelwerk verwendet werden!!!!
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5. Erwartungswert und Varianz

Wir wissen:  E(X) = D x,P(X =Xx;) heilit Erwartungswert der ZufallsgroBe X.
i=1

Var(X) = E([X-E(X)]? heil3t Varianz der Zufallsgrofe X.

Bernoulli-Kette: Dem j-ten Bernoulli-Experiment wird die ZufallsgroRRe X; zugeordnet, die
die Werte 1 (Treffer) oder O (Niete) annehmen kann.

Xi 0 1

P(Xj=xi) q p

Es gilt: Alle X sind unabhéngig und
E(Xj)=0g+1p=p
Var(X)) =E(Xi—p=qO-pP+p1-pP=1-p)p?+p(1-p)*=
=@Q-p)(p+p-p)=(1-p)p=0qp

Die ZufallsgroRe X = X3 + X3 + ... + X,, beschreibt dann die Anzahl der Treffer. Mit den
Summenformeln

E(X) = E(X1 + Xz + ... + Xp) = E(Xy) + E(X2) + ... + E(X) = E(Xj) = np

Var(X) = Var(X; + X, + ... + X)) = Var(X;) + Var(Xy) + ... + Var(X,) = nVar (Xj) = npq

Fir eine binomialverteilte ZufallsgroRe X mit Parameter p und q = 1 — p gilt:
E(X) =np
Var(X) = npq

o =4/npq
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