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I. GRUNDLAGEN
�01 Zufallsexperimente
H�ngt der Ausgang eines Experiments vom Zufall ab, so spricht man vom Zufallsexperiment.

Beispiele
1. M�nzwurf (Ausg�nge: Kopf; Zahl)
2. Roulette (0; 1; 2;...;36)
3. W�rfeln (Ausg�nge: 1; 2; 3; 4; 5; 6)

Definition
Eine Menge  = {1; 2; ... n} hei�t Ergebnisraum eines Zufallsexperiments, wenn jedem 
Versuchsausgang h�chstens ein Element aus  zugeordnet ist. Die Elemente 1; 2; ... n 
hei�en Ergebnisse des Zufallsexperiments.
Die Anzahl der Elemente von  hei�t M�chtigkeit von  und wird mit || bezeichnet.

Beispiele
1. M�nzwurf:  = {K; Z};|| = 2
2. Roulette:  = {0; 1; 2;...;36}; || = 37
3. W�rfeln:  = {1;23; 4; 5; 6}; || = 6 , 

Definition
Jede Teilmenge A eines Ergebnisraums  hei�t Ereignis.
Die Menge aller Ereignisse hei�t Ereignisraum.

Stellt sich ein Versuchsergebnis ein, das in A enthalten ist, so sagt man: „Das Ereignis A tritt 
ein.“
Die Teilmenge  hei�t auch sicheres Ereignis und die leere Menge  hei�t unm�gliches 
Ereignis.
Oft wird ein Ereignis auch durch Worte beschrieben.

Beispiele

1. M�nzwurf: 

A = {K} A: „Es f�llt Kopf“ |A| = 1
B = {K; Z} A: „Es f�llt Kopf oder Zahl“ |B| = 2

2. Roulette: 
A = {1; 2;...12} A:„Es f�llt eine Zahl aus dem 1. Dutzend“; |A| = 12
A = {13} B:„Es f�llt die 13“; |B| = 1

3. W�rfeln: 

A = {(1;2);(2;1)} A:„Die Augensumme betr�gt 3.“; |A| = 2
B = {1;3;5} A:„Es f�llt eine ungerade Zahl.“ |B| = 3
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�02 Ereignisalgebra
Wir betrachten beim W�rfeln die Ereignisse 
A: „Es f�llt eine gerade Zahl“
B: „Es f�llt eine Primzahl“ Darstellung als Diagramm:
 = {1; 2; 3; 4; 5; 6}

A =____________________
ausf�hrlich kurz

B =____________________

Sprechweise: Schreibweise: Diagramm:

 Das Ereignis A...

 Nicht das Ereignis A...
 Das Gegenereignis zu A...

 Ereignis A und B...
 beide Ereignisse...

 Nur das Ereignis A...

 Ereignis A oder B...
 mindestens eines der 

beiden Ereignisse...

 Weder A noch B...
 keines der beiden 

Ereignisse...

 H�chstens ein Ereignis...
 Nicht beide Ereignisse...

 Genau eines der beiden 
Ereignisse ...

 Entweder nur A oder nur 
B...

.... tritt (treten) ein

Definition:
2 Ereignisse A und B hei�en unvereinbar, wenn gilt: AB = 
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�03 Relative H�ufigkeit

Definition
Tritt ein Ereignis A bei n Versuchen k-mal ein, so hei�t hn(A) = k/n
die relative H�ufigkeit des Ereignisses A.

Beispiel:
(Absolute) H�ufigkeiten der Ergebnisse beim W�rfeln (60 Versuche):

Zahl: 1 2 3 4 5 6
Anzahl: 10 10 10 10 10 10

Relative H�ufigkeiten:
h60({1}) = 1/6 =16,7 %;        h60({2}) = 1/6 =16,7 %; h60({3}) = 1/6 =16,7 %;

h60({4}) = 1/6 =16,7 %; h60({5}) = 1/6 =16,7 %;        h60({6}) = 1/6 =16,7 %

Eigenschaften:

 0  hn(A)  1

A: „Es f�llt eine gerade Zahl“
A = {2;4;6}
h60(A) = h60({2})+ h60({4})+ h60({6}) = 50,0 %

 hn(A) = hn({}) (A)

 hn() = 0

 hn() = 1

B: „Es f�llt eine Zahl kleiner als 6“
B = {1;2;3;4;5}
h60(A) = h60({1}) + h60({2}) + h60({3}) + h60({4})+ h60({5}) = 1– h60({6})

 hn(A) = 1 – hn( A )

AB: „Es f�llt eine gerade Zahl oder eine Zahl kleiner als 6“ (AB = )
AB: „Es f�llt eine gerade Zahl , die kleiner als 6 ist“ AB = {2; 4}

h60(AB) = h60({2}) + h60({4}) = h60(A) + h60(B) – h60(AB)

 hn(AB) = hn(A) + hn(B) – hn(AB)
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Die Eigenschaften kommen bei der Vierfeldertafel zur Anwendung:

A A

B hn(AB) hn( A B) hn(B)

B hn(A B ) hn( A  B ) hn( B )

hn(A) hn( A ) 1

Beispiel

Im Grundkurs M sind 18 Sch�ler. 
A: „blonde Sch�ler“: h18(A) = _____
B: „Sch�ler, die ein Musikinstrument spielen“ h18(B) = ____
Au�erdem ist gegeben: h18(AB) = _____
Berechne mit einer Vierfeldertafel die restlichen relativen H�ufigkeiten.

A A

B

B
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�04 Kombinatorik
1. Zahlenschlossproblem
Anzahl der M�glichkeiten, auf jeden von n Pl�tzen je eines von jeweils k1, k2, ..., kn
unterscheidbaren Elementen zu legen:

k1 k2 ... kn

|| = k1 k2 ... kn (Produktregel)

Sonderfall: Bei jeweils gleicher Anzahl k = k1 = k2 = ...= kn 

| = kn (Anzahl der k-Tupel einer n-Menge)

2. Klassenfotoproblem (Anzahl der Permutationen aus einer n-Menge)
Anzahl der M�glichkeiten, auf n Pl�tze n unterscheidbare Elemente zu verteilen:

n n-1 ... 1

|| = n(n–1)(n–2) ... 321 = n!

Abk�rzung: n! = n(n–1)...321 Au�erdem ist festgelegt: 0! = 1 und 1! = 1

z.B. 4! = 4321 = 24;  6!/6 = 5! = 5321 = 120; 6!/5! = 6

3. Wettlaufproblem (Anzahl der k-Permutationen aus einer n-Menge)
Anzahl der M�glichkeiten, auf n Pl�tze k (k < n) unterscheidbare Elemente zu verteilen:

|| = n(n–1)(n–2) ...(n–k+1)

oder: || = 
)!(

!
123...)(

123...)()1(...)2()1(
kn

n
kn

knknnnn







|| = n!/(n–k)! TR: n nPr k

4. Lottoproblem (Anzahl der k-Teilmengen aus einer n-Menge)

Anzahl der M�glichkeiten, auf n Pl�tze k (k  n) nicht unterscheidbare Elemente zu verteilen:
|| = n!/(n–k)!k!

(k! M�glichkeiten des Wettlaufproblems schrumpfen zu einer einzigen zusammen)

Abk�rzung: 









 k
n

!k)!kn(
!n ( Binomialkoeffizient „k aus n“ bzw. „n �ber k“) TR: n nCr k

z.B. 13983816
6
49










5. MISSISSIPPI-Problem
Anzahl der M�glichkeiten, unterscheidbare Gruppen von jeweils k1, k2 ,..., km nicht 
unterscheidbaren Elementen auf n (n = k1 + k2 + ...+ km )Pl�tze zu verteilen:

|| = 














 









m

m

k
k

k
kn

k
n

...
2

1

1

oder || =
!!...!

!

21 mkkk
n (Umformung s. Blatt!)
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II. WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNGEN

�05 Definition und Eigenschaften

Definition:
Eine Funktion P: A  P(A) mit A  P() und P(A)  IR hei�t Wahrscheinlickeitsverteilung, 
wenn sie folgende Eigenschaften erf�llt:
1. F�r ein beliebiges Ereignis gilt: P(A)  0 (Nichtnegativit�t)
2. F�r das sichere Ereignis gilt: P() = 1 (Normiertheit)
3. F�r zwei unvereinbare Ereignisse A und B gilt: P(AB) = P(A) + P(B)

Man nennt die Zahl P(A) „Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A“.

Wiederholt man das Experiment sehr oft, so stellt man fest, dass die relative H�ufigkeit eines 
jeden Elementarereignisses {} sich einem bestimmten Wert ann�hert. Diesen Wert 
verwendet man als die jeweilige Wahrscheinlichkeit.

Beispiele: Werfen eines Laplace-W�rfels (idealer W.) Werfen einer L-M�nze:
 1 2 3 4 5 6  K Z
P({}) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P({}) � � 

Gl�cksrad
 G (gr�n) B (blau) R (Rot)
P({}) � � �  

Aufgrund dieser Festlegung lassen sich alle Eigenschaften der relativen H�ufigkeit auch auf 
die Wahrscheinlichkeiten �bertragen (s. �3)

 0  P(A)  1  a) P(A) = P({}) (A)

Damit folgt f�r unvereinbare Ereignisse A1, A2 ,...,An :
 b) P(A1 A2 ... An) = P(A1 )+P(A2)+...P(An) (A)

 P() = 0 . P() = 1 . P(A) = 1 – P( A ) . P(AB) = P(A) + P(B) – P(AB)

Vierfeldertafel: ....

Definition: 
Ein stochastisches Experiment hei�t Laplace-Experiment, wenn alle Elementarereignisse die 
gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

F�r Laplace-Experimente gilt:

P(A) = |A|/||

P(A) =
Ergebnisseenscheinlichgleichwahrm�glichender Anzahl

Ergebnisseg�nstigenf�r Ader Anzahl
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�06 Das Urnenmodell

In einer Urne befinden sich N Kugeln, von denen K eine bestimmte Eigenschaft besitzen (z.B. 
sie sind schwarz). Zieht man nun n Kugeln, so interessiert man sich f�r die 
Wahrscheinlichkeit „genau k Kugeln sind schwarz“. Dabei muss man die Art des Ziehens 
unterscheiden.

Beispiel: 10 Kugeln, von denen 8 schwarz und 2 wei� sind, befinden sich in der Urne. Wie 
gro� ist die W., genau 2 schwarze zu ziehen, wenn 3 Kugeln gezogen werden?
N = 10, K = 8, n = 3, k = 2 

1. Ziehen mit Zur�cklegen:

P(Z = 2) = 
12
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2
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Damit:

P(Z = k) = 1nk
1nk

)p1(p
k
n

N
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K

k
n 


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




p = K/N ist die „Elementarwahrscheinlichkeit“ (Wahrscheinlichkeit daf�r, bei einem Zug eine 
schwarze Kugel zu erhalten) 

2. Ziehen ohne Zur�cklegen:

|| = 







3

10
|A| = 




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


2
8





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


1
2

Also: P(Z = 2) =



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Damit:

P(Z = k) =


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3. Ziehen mit besonderen Bedingungen:

Beispiel:
Wird eine schwarze Kugel gezogen, so wird diese und eine zus�tzliche schwarze Kugel der 
Urne entnommen, wird eine rosa Kugel gezogen, so wird diese und eine zus�tzliche rosa 
Kugel in die Urne gelegt. Bestimme die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse beim 
2maligen Ziehen.

L�sung mit Baumdiagramm
1. Zug 2.Zug

Erkenntnis:
Die Summe der Wahrscheinlichkeiten auf �sten, die von einem Verzweigungspunkt 
ausgehen, ist stets 1.

1. Pfadregel:
Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses in einem mehrstufigen Zufallsexperiment 
ist gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeiten auf dem Pfad, der zu diesem 
Elementarereignis f�hrt.

Damit ergibt sich folgende Verteilung:
 (ss) (sw) (ws) (ww)

P({})

2. Pfadregel:
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist gleich die Summe der Wahrscheinlichkeit der 
Pfade, die zu diesem Ereignis f�hren.

S

w

S

w

S

w
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�07 Stochastische Unabh�ngigkeit

100 Studenten, unter denen sich 20 Raucher befinden, haben an einer Pr�fung teilgenommen. 
Folgende Ereignisse werden definiert:
R: „Der Student ist Raucher“
B: „Der Student hat die Pr�fung bestanden.“

F�lle f�r folgende F�lle eine Vierfeldertafel aus:

a) 2 Raucher und 70 Nichtraucher haben die 
Pr�fung bestanden

b) 10 Raucher und 40 Nichtraucher haben die 
Pr�fung bestanden

Vierfeldertafel: Vierfeldertafel:

R R R R

B 2 % 70 % 72 % B 10 % 40 % 50 %

B 18 % 10% 28 % B 10 % 40 % 50 %

20 % 80 % 100 % 20 % 80 % 100 %

Die Ereignisse R und B sind offenbar abh�ngig.
Hier gilt:
P(BR)  P(B) => P(BR)  P(B)P(R)

P(R) 1

Die Ereignisse R und B sind offenbar unabh�ngig.
Hier gilt:
P(BR) =  P(B) => P(BR) = P(B)P(R)

P(R) 1

Definition
Zwei Ereignisse A und B hei�en stochastisch unabh�ngig, wenn f�r sie die Produktregel 
P(A)P(B) = P(AB) gilt.
Andernfalls hei�en die Ereignisse stochastisch abh�ngig.

Unabh�ngigkeit der Gegenereignisse
Seien A und B unabh�ngige Ereignisse. Sind die Ereignisse A und B auch unabh�ngig?
L�sung:
F�r das Gegenereignis von A gilt: P( A ) = 1 – P(A) 
P( A B) = P(B) – P (A  B) = P(B) – P(A)P(B) = P(B)(1 – P(A)) = P(B)P( A )
 A und B sind stochastisch unabh�ngig
Ebenso ergibt sich:
A und B unabh�ngig A und B unabh�ngig A und B unabh�ngigA und B unabh�ngig

Unabh�ngigkeit mehrerer Ereignisse:
Die Ereignisse A, B und C hei�en stochastisch unabh�ngig, wenn folgende Gleichungen 
erf�llt sind: 

P(A  B) = P(A)P(B) 
P (B  C) = P(B)P(C)
P (A  C) = P(A) P(C)
P (A  B  C) = P(A)P(B)P(C)
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Beispiel:

Sind die Ereignisse 
A: „Beim W�rfeln f�llt eine gerade Augenzahl“ und 
B: „Es f�llt eine Primzahl“ 
stochastisch unabh�ngig?

L�sung:

 = {1;2;3;4;5;6} A = {2;4;6} B= {2;3;5} 

AB = {2}

P(A) = � P(B) = � P(AB) = 
6
1

P(AB) = 
6
1

P(A) P(B) = �� = � 

Also: P(AB)  P(A)P(B)  A und B sind stochastisch abh�ngig.

Vierfeldertafel f�r unabh�ngige Ereignisse:
Gegeben sind die unabh�ngigen Ereignisse A und B mit P(A) = 20% und P(AB) = 10%.
F�lle eine vollst�ndige Vierfeldertafel aus

L�sung:
A A

B 10% 40% 50%

B 10% 40% 50%

20% 80% 100%

P(AB) = P(A)P(B)

50%
2
1

20%
10%

P(A)
B)P(AP(B) 



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�08 Die Formel von Bayes

Problem: Wie kann man aus einem Baumdiagramm, bei dem zuerst A, dann B eintritt die 
bedingte W. PB(A) bestimmen? 

L�sung:

Wir wissen:  
P(B)

B)P(A
)(


APB mit P(B) =   (B)PAP(B)PP(A) AA 

P(B) hei�t totale Wahrscheinlichkeit. des Ereignisses B bez�glich. der Zerlegung von  in A
und A

Also ergibt sich die Formel von Bayes:

Seien A und B Ereignisse, und P(B)>0. Dann gilt:

  (B)PAP(B)PP(A)
(B)PP(A)

)(
AA

A


APB

Anders ausgedr�ckt:

Wahrscheinlichkeit des Pfades von A nach B
Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Pfade nach B

)B(PA

)B(PA

(B)PA

(B)PA

A

A

B

B

B

B

)( APB
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�09 Zufallsgr��en und Wahrscheinlichkeitsma�

1. Axiome v. Kolmogorow

Definition:
Eine Funktion P: A ↦ P(A) mit A  P() und P(A)  IR hei�t Wahrscheinlickeitsverteilung, 
wenn sie folgende Eigenschaften erf�llt:
1. F�r ein beliebiges Ereignis gilt: P(A)  0 (Nichtnegativit�t)
2. F�r das sichere Ereignis gilt: P() = 1 (Normiertheit)
3. F�r zwei unvereinbare Ereignisse A und B gilt: P(AB) = P(A) + P(B)

2. Zufallsgr��en

Definition:
Eine Funktion X, die jedem Ergebnis  eines Ergebnisraums  eine reelle Zahl X() 
zuordnet, hei�t Zufallsgr��e X auf .
X: ↦X(); DX = 

Beispiele:

 Jemand setzt beim Roulette auf 1. Dutzend 1 Geldeinheit. Die Zufallsgr��e X gebe den 
Reingewinn an.

 = {0;1;2;...;36} 









sonst
f�r

X
1

}12;...;3;2;1{2
)(




 Die Zufallsgr��e Xt bezeichne den Schlusskurs einer Aktie zum Zeitpunkt t (in EUR), die 
Zufallsgr��e Gt den relativen Gewinn zum Vortag: 

t = {0,01; 0,02; 0,03; ...}; t  IN
Xt = t mit t  t

Gt =
1

1





t

tt

X
XX

3. Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition:
Eine Funktion PX, die jedem Wert xi, den eine Zufallsgr��e annehmen kann, die 
Wahrscheinlichkeit P(X = xi) zuordnet, hei�t Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgr��e 
X auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (,P). 
PX: xi ↦ P(X = xi)
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Beispiel:

Dreimaliges W�rfeln, Zufallsgr��e X beschreibe die Anzahl der geworfenen 6er:

xi 0 1 2 3

P(X=xi)

Anmerkung: Axiome v. Kolmogorow erf�llt, die Summe der Wahrscheinlichkeiten ergibt 1.

4. Graphische Darstellung:
a) Graph der Wahrscheinlichkeitsverteilung: b) Stabdiagramm

c) Histogramm:

 Zuerst zerlegt man die Zahlengerade in Teilintervalle Ii = ]ai; ai+1], und bestimmt die 
Wahrscheinlichkeit, dass X einen Wert im Intervall Ii annimmt, also die 
Wahrscheinlichkeit P(ai < X  ai+1). 

 Dann errichtet man ein Rechteck �ber jedem Teilintervall, dessen Fl�chenma�zahl so gro� 
wie P(ai < X  ai+1) ist.

Diese Darstellung hei�t Histogramm. Sie ist nicht eindeutig!

Verschiedene Histogramme f�r das Beispiel aus 3.:
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5. Dichtefunktion

Bezeichnet man die H�he eines Rechtecks �ber der Stelle x  ]ai; ai+1] mit d(x), so ergibt sich:

P(ai < X  ai+1) = (ai+1 – ai)  d(x)

damit  
ii

ii

aa
aXaPxd









1

1)()(

d gibt den Anteil der Wahrscheinlichkeit an, welcher auf die L�ngeneinheit (ai+1 – ai) entf�llt. 

Versch. Dichtefunktionen f�r unser Beispiel aus 3.:

6. Verteilungsfunktion

Definition 
X sei eine Zufallsvariable mit der Wertemenge {x1; x2;... xk}. Dann hei�t die f�r alle x  IR
definierte Funktion FX mit
FX : x  P(X  x) = 

xxi

P(X = xi) 

die kummulative Verteilungsfuntion der Zufallsgr��e X auf (,P).
Beispiel von oben

x  ] -; 0[ [ 0; 1[ [ 1; 2[ [ 2; 3[ [ 3;  [

F(x)

Eigenschaften von F:
 F ist monoton zunehmend
 F ist eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion mit 

Sprungstellen x1; x2;...; xk und den Sprungh�hen               
P(X = x1); P(X = x2)... P(X = xk)

 P(X > a) = 1 – F(a)
 P(a < X  b) = F(b) – F(a)
 P(X = xi) = F(xi) – F(xi-1)
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�10 Gemeinsame Verteilung von Zufallsgr��en

1. Begriff und Darstellung

Definition
X und Y seien Zufallsgr��en auf (; P) mit WX = {x1;x2;...xk} und WY = {y1;y2;...yk}.
Dann hei�t die Funktion
PX;Y: (xi;yi)  P(X = xi Y=yi)
die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgr��en X und Y.

Dargestellt wird eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung in einer Mehrfeldertafel 

Beispiel Einmaliges W�rfeln
X gibt Anzahl der 6er; Y Anzahl der geraden Augenzahlen an:

xi
yi

1 2

0

1

2.Unabh�ngigkeit:

Definition: 
Zwei auf (;P) definierte Zufallsgr��en X und Y 
mit WX = {x1;x2;...xk} und WY = {y1;y2;...yk} 
hei�en stochastisch unabh�ngig, wenn f�r alle (xi; yj) die Multiplikationsregel
P(X = xi Y=yj) = P(X = xi )P(Y = yj) 
gilt. Sonst hei�en sie stochastisch abh�ngig.

Beispiel von oben:

P(X = 1 )P(Y = 1) = �  1/6 = 1/12
P(X = 1 Y=1) = 1/6 X und Y sind stochastisch abh�ngig.

Bemerkung
 unabh�ngige Ereignisse (wie bisher)
 unabh�ngige Zufallsgr��en (wie hier beschrieben)
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�11 Der Erwartungswert

Definition
Sei X eine Zufallsgr��e, die die Werte x1,x2,...xn annimmt. Der Wert

(X) = 



n

i
ii xXPx

1
)(

hei�t Erwartungswert der Zufallsgr��e X. (Manchmal wird er auch mit � bezeichnet.)

Beispiele:
a)

x 1 2 5

P(X=x) 0,2 0,5 0,3

E(X) = ______________________________________________________

b) Roulette: X beschreibe den Reingewinn beim Setzen auf „rouge“

x –1 1

P(X=x)
37
19

37
18

E(X) = ________________________________________

Merke:
Ist bei einem Spiel der Erwartungswert E(X) = 0, so hei�t das Spiel faires Spiel.

Roulette ist also kein faires Spiel.

c) Drothler’s W�rfelspiel: Wirft der Sch�ler eine Primzahl, so erh�lt er 1 €, wirft er eine 1, 
so erh�lt er 8 €. Einsatz: 2 €. X beschreibt Reingewinn:

x -2 -1 6

P(X=x)

E(X) = __________________________________________ (______________ Spiel) 

Regeln:
 E(X + a) = E(X) + a
 E(a) = a
 E(bX) = bE(X)

Beachte jedoch: E(X�)  [E(X)]�
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�12 Varianz und Standardabweichung

Folgende Verteilungen X und Y sind gegeben:

x 1 2 3 4 5

P(X = x) 0 0,1 0,8 0,1 0 �X = E(X) =_________________

P(Y = y) 0,4 0,1 0 0,1 0,4 �Y = E(Y) =_________________

(x–�X)

(x–�X)�

x�

(y–�Y)

(y–�Y)�

y�

X und Y besitzen denselben Erwartungswert, Y ist jedoch weiter gestreut als X.
Ma�zahl f�r die Streuung:

E((X–E(X))�) = 0,2 Werte liegen mehr am Erwartungswert
E((Y–E(Y))�) = 3,4 Werte liegen weiter weg vom Erwartungswert

Andere Berechnungsm�glichkeit:

E(X�) = 0,4 + 7,2 + 1,6 = 9,2 E(X�)–[E(X)]� = 0,2  
E(Y�) = 0,4 + 0,4 + 1,6 + 10 = 12,4 E(Y�)–[E(Y)]� = 3,4

Definition
Sei X eine Zufallsgr��e auf Wahrscheinlichkeitsraum (,P) mit Erwartungswert E(X). Die 
Zahl Var(X) = E([X–E(X)]�) = 
hei�t Varianz von X und die Zahl  X = )(XVar
hei�t Standardabweichung oder Streuung von X.

Regeln:
1. Var(X) = E(X�) – [E(X)]� (Verschiebungsformel)
2. Var(aX) = a�Var(X)
3. Var(X + b) = Var(X)

Beweis
� = E(X) = const
1. E(X–E(X))� = E(X–�)� = E(X� – 2�X + ��) = E(X�) – 2�E(X) +E(��) = E(X�)–[E(X)]�
2. Var (aX) = E(a�X�) – E(aX)� = a�E(X�) – [aE(X)]� = a�E(X�) – a�[E(X)]� =a�Var(X)
3. Var (X+b) = E([X+b–E(X+b)]�) = E([X + b – b – E(X)]�) = E([X–E(X)]�) = Var(X) 
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�13 Mehrere Zufallsgr��en
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�14 Die Binomialverteilung

1. Bernoullikette

Definition:
Eine Menge von Ereignissen A1, A2,...An hei�t Bernoullikette der L�nge n, wenn
1. die Ereignisse A1, A2,...An unabh�ngig sind und
2. alle Ereignisse Ai die gleiche Wahrscheinlichkeit haben:

P(A1) = P(A2) =... = P(An) = p
p hei�t Parameter der Bernoullikette.

Beispiele:
1. n-maliger W�rfelwurf: 

Ai : „Keine 6 beim i-ten Wurf“ p =5/6
2. Stichprobe mit Zur�cklegen: 

Ai: „Das i-te entnommene St�ck ist Ausschuss“ p: Ausschusswahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeit:
Ist die Nummer der Z�ge mit Treffer vorgegeben (z.B. „Nur beim 1., 3. und 5 Versuch ein 
Treffer“), so ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen genau k Treffer zu erzielen: 
P(X = k) = pk(1–p)n-k

Ist die Nummer der Z�ge mit Treffer nicht vorgegeben (z.B. „Bei genau 3 Versuchen ein 
Treffer“) , so ist die Wahrscheinlichkeit, bei n Versuchen genau k Treffer zu erzielen:

P(X = k) = knk pp
k
n 







)1(

Beispiele:
1. Berechne die Wahrscheinlichkeit, beim f�nfmaligen W�rfeln 

a) nur beim 1. und 3. Wurf eine 6 zu haben: 

n = 5; k = 2; p = 
6
1 P(X = 2) = %61,1

6
5

6
1 32
















b) nur beim 1. und 3. Wurf eine gerade Zahl zu haben.

n = 5; k = 2; p = 
2
1 P(X = 2) = %13,3

2
1

2
1 32
















c) bei genau 2 W�rfen eine 6 zu haben.

n = 5; k = 2; p = 
6
1 P(X = 2) = %1,16

6
5

6
1

2
5 32
























2. Bei der Produktion der Bierkr�ge f�r die Bergkirchweih ist der Ausschussanteil 5%. Wie 
gro� ist die Wahrscheinlichkeit unter 10 Kr�gen genau 2mal Ausschuss vorzufinden?

n = 10; k = 2; p = 0,05    P(X = 2) = %166,095,005,0
2

10 82 








(Beachte: Bei gro�er Anzahl N verwendet man das Modell „mit Zur�cklegen“)
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2. Binomialverteilung

Definition:
Jede Wahrscheinlichkeitsverteilung 

B(n;p): k  B(n;p;k) = knk pp
k
n 







)1( k = 0;1;2;...n

hei�t Binomialverteilung.

Beispiele:
Aus einer Urne mit 3 wei�en und 7 schwarzen Kugeln werden 10 Kugeln mit Zur�cklegen 
entnommen. Berechne folgende Wahrscheinlichkeiten: 
1. Genau 3 wei�e Kugeln werden gezogen: n = 10 p = 0,3 (wei�)

P(X = 3) = %7,267,03,0
3

10 73 








2. keine wei�e Kugel wird gezogen: 

P(X = 0) = %83,27,03,0
0

10 100 








3. H�chstens 1 wei�e Kugeln wird gezogen: 

P(X  1) = P(X = 0) + P(X = 1) = %4,107,03,0
1

10
0283,0 91 










4. H�chstens 9 wei�e Kugeln werden gezogen: 

P(X  9) = 1 – P(X = 10) = %999,997,03,0
10
10

1 010 









5. Mehr als 5 aber h�chstens 7 wei�e Kugeln werden gezogen: 

P(5 < X  7) = P(X = 6) + P(X = 7) = %58,47,03,0
7

10
7,03,0

6
10 3746 


















3. Drei-Mindestens-Aufgabe:
Wie oft muss man einen Laplace-W�rfel mindestens werfen, damit mit mindestens 98% 
Wahrscheinlichkeit mindestens eine 6 f�llt?

p = 
6
1 , n gesucht n ln 








6
5

 ln 0,02|: ln 







6
5 < 0

P(X  1)  0,98 n 








6
5ln 

ln0,02

1– P(X = 0)  0,98  (Gegenereignis) n  21,4

– P(X=0)  – 0,02| (–1) Man muss mindestens 22mal 

P(X=0)   0,02 w�rfeln.
nn






















6
5

6
1

0

0

 0,02 

11
n









6
5

 0,02 | ln... Aufgaben: S. 79
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4. Hinweise zum Umgang mit dem Tafelwerk

 P(X = k) „genau k Treffer“
Verwende die Seiten „Binomialverteilung“ und suche n, p und k heraus.

Schreibe: P(X = k) = B(n;p;k) = ....

Beispiel: 
10mal W�rfeln: Wahrscheinlichkeit genau 4 gerade Augenzahlen

n = 10; p = 0,5; k = 4

P(X = 4) = B(10; 0,5; 4) = 20,5%

 P(X  k) „h�chstens k Treffer“  

Verwende die Seiten „kumulative Binomialverteilung“ und suche n, p und k heraus.

Schreibe: P(X  k) =  


k

i
ipnB

0
);;( = ....

Beispiel 

10mal W�rfeln: Wahrscheinlichkeit h�chstens 4 gerade Augenzahlen
n = 10; p = 0,5; k = 4

P(X  4) =  


4

0
);5,0;10(

i
iB = 37,7%

 Sonstige

Alle anderen Wahrscheinlichkeiten m�ssen auf P(X  k) zur�ckgef�hrt werden:

„Weniger als 4“: P(X < 4) = P(X  4)

„Mehr als 5“: P(X > 5) = 1 – P(X  5) 

„Mindestens 9“: P(X  9) = 1 – P(X  8) 

„Mindestens 7 aber h�chstens 15“:P(7  X  15) = P(X  15) – P(X  6) 

„Mehr als 7 aber h�chstens 15“: P(7 < X  15) = P(X  15) – P(X  7)

„Mehr als 7 aber weniger als 15“: P(7 < X < 15) = P(X  14) – P(X  7)

Achtung: Nicht f�r alle Wahrscheinlichkeiten kann das Tafelwerk verwendet werden!!!!
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5. Erwartungswert und Varianz

Wir wissen: E(X) = 



n

i
ii xXPx

1
)( hei�t Erwartungswert der Zufallsgr��e X.

Var(X) = E([X–E(X)]�) hei�t Varianz der Zufallsgr��e X.

Bernoulli-Kette:
Dem i-ten Bernoulli-Experiment wird die Zufallsgr��e Xi zugeordnet, die die Werte 1 
(Treffer) oder 0 (Niete) annehmen kann.

xi 0 1

P(Xi=xi) q p

Es gilt:Alle Xi sind unabh�ngig und 
E(Xi) = 0q + 1p = p
Var(Xi) = E(Xi – p)� = q (0 – p)� + p (1 – p)� = (1 – p) p� + p (1 – p)� = 
= (1 – p)(p� + p – p�) = (1 – p) p = qp 

Die Zufallsgr��e X = X1 + X2 + ... + Xn beschreibt dann die Anzahl der Treffer. Mit den 
Summenformeln 
E(X) = E(X1 + X2 + ... + Xn) = E(X1) + E(X2) + ... + E(Xn)
Var(X) = Var(X1 + X2 + ... + Xn) = Var(X1) + Var(X2) + ... + Var(Xn)
f�r den Erwartungswert mehrerer Zufallsgr��en ergibt sich damit 

Erwartungswert und Varianz einer binomialverteilter Zufallsgr��e

E(X) = np
Var(X) = npq
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�15 Die Ungleichung von Tschebyschew (Чебышёв)

Problem: 
Es soll die Wahrscheinlichkeit abgesch�tzt werden, mit der eine Zufallsgr��e um eine 
bestimmte Zahl c > 0 vom Erwartungswert abweicht, bei bekanntem  und � aber 
unbekannter Verteilung.

Gesucht ist also eine Absch�tzung f�r _________________________

1. Bekannte Verteilung

Aufgabe:
Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Binomialverteilung 
a) B(20;0,2) die Zufallsgr��e um mindestens 3 vom Erwartungswert � abweicht?
b) B(30;0,2) die Zufallsgr��e um mindestens 3 vom Erwartungswert � abweicht?

a ) � = _______ = __________; Var(X) = __________; c = ______

_________________________________________________________________________

b ) � = _______ = __________; Var(X) = __________; c = ______

_________________________________________________________________________

2. Unbekannte Verteilung

Interessierendes Ereignis: E = {xi| |xi–�|  c} Gegenereignis: E = {xi| |xi–�| < c}
Var(X) = 




n

i
ii xXPx

1
)()�( =

= 



Ei

ii
Ei

ii xXPxxXPx )()�()()�(

Var(X) 



Ei

ii xXPx )()�(

F�r xi  E gilt au�erdem: _______________________ bzw. _________________________

also: Var(X) 



Ei

i
Ei

i xXPcxXPc )(�)(� _____________________________         

Es ergibt sich also: ___________________________________________
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Satz (Ungleichung von Tschebyschew)
X sei eine Zufallsgr��e auf (;P). Dann gilt f�r jedes c > 0 die Ungleichung

Beispiele:
a) � = 4; Var(X) = 3,2 b) � = 6; Var(X) = 4,8

__________________________________ __________________________________

__________________________________ __________________________________

__________________________________ __________________________________

Gleichwertige Versionen der Ungleichung von Tschebyschew:

__________________________________  ____________________________________

__________________________________  ____________________________________
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�16 Gesetz der gro�en Zahlen

1. p-abh�ngige Absch�tzung
Problem: 

Es soll f�r Binomialverteilungen die Wahrscheinlichkeit abgesch�tzt werden, dass die 
(absolute) Abweichung der Trefferzahl X/n von der Trefferahrscheinlichkeit p um weniger als 
eine vorgegebene Zahl  abweicht. 
Also: Wie kann P(___________) abgesch�tzt werden?

L�sung:

Wir wissen: P(|X – �| < c )  1 –
�

)(
c

XVar

mit � = np und Var(X) = npq ergibt sich:

P(|X – np| < c )  1 –
�c

npq

mit der �quivalenzumformung |X – np| < c 
n
cp

n
X

 erh�lt man

P 









n
cp

n
X

 1 –
�c

npq

Substituiert man dann noch 
n
c und damit c� = n� �, bekommt man die Ungleichung

P 







 p

n
X

 1 –
��n

npq

Satz
X/n sei die relative H�ufigkeit Hn(A) eines Treffers in einer Bernoulli-Kette mit den 
Parametern n und p = P(A). Dann gilt f�r jedes  > 0 die Ungleichung

P 







 p

n
X

 1 –
�n

pq

2. p-unabh�ngige Absch�tzung

Die obige Absch�tzung h�ngt vom Parameter p ab (pq im Z�hler). Um sie p-unabh�ngig zu 
machen, bestimmt man den gr��ten Wert, den pq f�r p  ]0;1[ annimmt.
Es gilt: pq = p(1-p) = p – p�
Betrachtet man die Funktion f: p  p – p�, so muss deren Maximum bestimmt werden. Ihr 
Graph ist eine nach unten ge�ffnete Parabel. Die Stelle mit waagrechter Tangente ist so 
Maximalstelle.
f’(p) = 1 – 2p f’(p) = 0 ergibt p = 0,5 Maximum: f(0,5) = 0,25

Also:

P 







 p

n
X

 1 –
�4

1
n
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Bernoulli-Kette mit sehr gro�er L�nge

F�hrt man den Grenz�bergang n  durch, so erh�lt man

Satz (Bernoullisches Gesetz der gro�en Zahlen)
Hn(A) sei die relative H�ufigkeit eines Ereignisses in einer Bernoulli-Kette mit den 
Parametern n und p = P(A). Dann gilt f�r jedes  > 0 die Ungleichung

  1)(lim 


pAHP nn
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III GRUNDLAGEN DER STATISTIK
�17 Alternativtests

Problem
Zwei unterschiedliche Behauptungen (Hypothesen) sollen mit Hilfe einer Stichprobe auf ihre 
Richtigkeit untersucht werden.

Beispiel
Eine Firma behauptet, 20% der von ihr hergestellten Gummib�rchen seien rot, w�hrend der 
Verbraucherschutz behauptet, es seien nur 10% rot. Die Behauptung der Firma soll akzeptiert 
werden, wenn sich unter 20 Gummib�rchen mindestens 3 rote befinden.

L�sung
 Bestimme die Stichprobenl�nge n und formuliere die Hypothesen

n = 20
H1: p = 0,2
H2: p = 0,1

Man entscheidet sich f�r H1, wenn die Anzahl der roten Gummib�rchen in einem bestimmten 
Intervall liegt, dem Annahmebereich A1 der Hypothese H1. Analog verf�hrt man auch mit H2. 
A2 hei�t auch Ablehnungsbereich von H1.

 Gib A1 und A2 an (in Aufg. vorgegeben)
n = 20

H1: p = 0,2 A1 = {3; 4; 5;…; 20}
H2: p = 0,1 A2 = {0; 1; 2}

Nun k�nnen zwei Fehler auftreten:

1. Man entscheidet sich f�r H2, obwohl H1 zutrifft (Fehler 1. Art).
2. Man entscheidet sich f�r H1, obwohl H2 zutrifft (Fehler 2. Art).

 Berechne nun die Wahrscheinlichkeiten f�r die beiden Fehler 
(Irrtumswahrscheinlichkeiten)

Fehler 1. Art: P 20
2,0 (Z  2) = 



2

0i
B (20;0,2;i) = 20,6%

Fehler 2. Art: P 20
1,0 (Z  3) = 1 – P 20

1,0 (Z  2) = 1– 


2

0i
B (20;0,1;i) = 1–0,67693 = 22,3%
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�18 Signifikanztests

Problem
Es ist ein Maximalwert („Signifikanzniveau“) f�r den Fehler 1. Art vorgegeben, die 
Entscheidungsregel soll bestimmt werden.

Beispiel
Eine Firma behauptet, 20% der von ihr hergestellten Gummib�rchen seien rot, w�hrend der 
Verbraucherschutz behauptet, es seien nur 10% rot. Es soll die Behauptung der Firma mit 
einer Stichprobe von 50 Gummib�rchen getestet werden. Welche Entscheidungsregel ergibt 
sich auf dem Signifikanzniveau von 5%?

L�sung
 Bestimme die Stichprobenl�nge n und formuliere die Null-Hypothese

n = 50
H0: p = 0,2

 Gib A (Annahmebereich von H0) und A (Ablehnungsbereich von H0) an (verwende k als 
Variable f�r den Bereich mit den kleineren Zahlen)
n = 50
H0: p = 0,2 A = {k+1; 4; 5;…; 20}

A = {0; 1; k}

Nun ergibt die Aufgabenstellung, dass der Fehler 1. Art h�chstens 5% betragen soll

 Stelle einen Ansatz f�r den Fehler 1. Art auf:

P 50
2,0 (Z  k)  0,05




k

i
B

0
(50;0,2;i)  0,05

 Ermittle nun in der Tabelle den Wert f�r k, der diese Bedingung gerade noch erf�llt und 
formuliere die Entscheidungsregel in Worten:

p = 0,2
n k B(n;p;i) 



k

i
B

0
(n;p;i)

0 0,00001 0,00001
1 0,00018 0,00019
2 0,00109 0,00129
3 0,00437 0,00566
4 0,01284 0,01850
5 0,02953 0,04803

In der nebenstehenden Tabelle stellt man fest, 
dass

f�r k = 5 gilt:


k

i
B

0
(50;0,2;i) = 0,04803

f�r k = 6 gilt:


k

i
B

0
(50;0,2;i) = 0,10340

Damit ist die Bedingung f�r k = 5 gerade noch 
erf�llt. 

50

6 0,05537 0,10340
Entscheidung f�r H0, wenn mehr als 5 rote Gummib�rchen zu finden sind.
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�19 Eigenschaften der Binomialverteilung 

1. Graphische Darstellung

k B(3;0,1; k) B(3;0,9;k)
0 0,72900 0,00100
1 0,24300 0,02700
2 0,02700 0,24300
3 0,00100 0,72900

Stabdiagramm/Histogramm

B(3;0,1; k) 1,0 B(3;0,1; k) 1,0

B(3;0,9; k) k = 1,5 B(3;0,9; k) k = 1,5

0 1 2 3 0 1 2 3

Eigenschaften

 Die Verteilungen B(n;p) und B(n;1–p) sind zueinander symmetrisch bez�glich der Achse        
k = n/2

 B(n;0,5) ist in sich achsensymmetrisch bez�glich k = n/2

 Je gr��er n wird, desto breiter und niedriger wird die Verteilung. Das Maximum wandert 
dabei nach rechts.

2. Berechnung der wahrscheinlichsten Trefferzahl 

Ist der Vorg�nger kleiner als der Nachfolger, also B(n;p;k–1) < B(n;p;k), so verl�uft der 
Graph von B(n;p) streng monoton wachsend und f�r den Bruch 

)1k;p;n(B
)k;p;n(BX


 gilt : X > 1

Ist der Vorg�nger gr��er als der Nachfolger, also B(n;p;k–1) > B(n;p;k), so verl�uft der Graph 
von B(n;p) streng monoton fallend und f�r den Bruch 

)1k;p;n(B
)k;p;n(BX


 gilt : X < 1

Sind zwei aufeinanderfolgende Werte der Binomialverteilung gleich gro�, also B(n;p;k–1) = 
B(n;p;k), so gilt f�r den Bruch 

)1k;p;n(B
)k;p;n(BX


 : X = 1
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Falls X < 1(also (n + 1)p – k < 0 oder k < (n + 1)p), steigt der Graph

Falls X > 1(also (n + 1)p – k > 0 oder k > (n + 1)p), f�llt der Graph
Falls X = 1(also (n + 1)p – k = 0 oder k = (n + 1)p), 

sind an den Stellen k = (n+1)p und k = (n + 1)p – 1 benachbarte Maxima (nur 
wenn (n+1)p ganzzahlig ist)
Ist (n+1)p nicht ganzzahlig, so gibt es ein Maximum beim gr��ten Wert von k 
unterhalb von (n+1)p

Beispiele:

Maximum von B(3;0,1): (n+1)p = (3 + 1)0,1 = 0,4; also: Maximum bei k = 0 

Maximum von B(3;0,9): (n+1)p = (3 + 1)0,9 = 3,6; also: Maximum bei k = 3 

Maximum von B(5;0,5): (n+1)p = (5 + 1)0,5 = 3; also: Maxima bei k = 3 und k =2 

3. Anwendung auf den „zweiseitigen Test“

Zwei Produkte X und Y sollen auf ihre Beliebtheit untersucht werden. Mit einer Stichprobe 
von 100 Verbrauchern, die sich f�r eines der Produkte entscheiden sollen, wird die Hypothese 
„Beide Produkte sind gleich beliebt“ auf dem Niveau 5% getestet.

Also: Ho: p = 0,5 A = {50 – k; 50 – k + 1; ...; 50; …; 50 + k – 1; 50 + k}
H1 : p  0,5 A = {0; 1; 2; ... ; 50– k – 1; 50 + k + 1; ...; 100 }

Als Annahmebereich w�hlt man den um das Maximum bei 50 symmetrischen Bereich
Der Ablehnungsbereich ist auf beiden Seiten des Annahmebereichs zu finden.

Berechnung von k wegen Symmetrie:

2 P(Z  50 – k – 1) < 0,05
P(Z  50 – k – 1) < 0,025
50 + k + 1 < ____ ; k = ___; d. h. Entscheidung f�r Ho, falls die Anzahl der gekauften 

Produkte X zwischen ____ und ____ liegt.
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